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Introduction 



Ce memoire d'habilitation est la synthese de travaux effectues en theorie de I'indice 
non-commutative [38j-[47j. Notre objectif est de fournir des formules locales et 
d'etudier leurs relations avec les anomalies de la theorie quantique des champs. On se 
place dans le cadre de la geometrie differentielle non-commutative et de I'homologie 
cyclique developpees par Connes [9l|Tl]. Un espace non-commutatif y est represente 
par une algebre associative. En pratique il s'agit d'une algebre de Banach, ou de 
Frechet, ou meme plus generalement d'une algebre bornologique [35]. La i^-theorie 
et I'homologie cyclique decrivent les invariants de topologie algebrique d'un tel es- 
pace. De faqon generale on pent dire que la theorie de I'indice non-commutative con- 
siste a etudier I'image de ces invariants sous Taction d'un bimodule de Kasparov [5] 
(ou d'un quasihomomorphisme |18j ) suffisamment "lisse". Plus precisement la situa- 
tion qui nous interesse est la suivante. Designons par J' = I'ideal de Schatten des 
operateurs p-sommables sur un espace de Hilbert. Un i2/-=^-bimodule p-sommable 
entre deux algebres de Frechet ei 3S induit alors un morphisme d'image directe 
en ii'-theorie topologique i^*°^(J^®i/) kI""^ 0.!^) , ou le produit tensoriel pro- 
jectif complete J^®- est une version p-sommable de stabilisation. On cherche alors 
a construire un caractere de Chern dans la cohomologie cyclique bivariante de £/ et 
de sorte que la fleche induite en homologie cyclique HC^{£/) ffC*(,^) s'insere 
dans un diagramme commutatif 



II existe deux approches complement aires, chacune apportant son lot d'avantages et 
d'inconvenients. La premiere est basee sur les proprietes abstraites de la iC-theorie 
et de la cohomologie cyclique bivariantes qui garantissent I'existence d'un caractere 
de Chern "universel" muni des proprietes voulues. C'est la voie suivie par Cuntz 
dans le cas des algebres localement convexes [19l |20] ou par Puschnigg pour les 
C*-algebres [39]. Cette methode est entierement satisfaisante d'un point de vue 
theorique car elle garantit un resultat beaucoup plus general que ([1]), a savoir la 
compatibilite entre le produit de Kasparov en i^-theorie bivariante et le produit 
de composition en cohomologie cyclique bivariante. Par contre elle ne donne pas 
veritablement de formule concrete pour le caractere de Chern. 
La deuxieme approche renonce a construire un caractere de Chern universel et se con- 
centre sur des bimodules de Kasparov p-sommables munis de proprietes adequates, 
tels que ceux qui apparaissent dans les situations d'origine geometrique. On pent 
alors donner des formules relativement simples, mais il n'est pas garanti qu'elles 
representent le caractere de Chern universel. Dans ce cas la commutativite du dia- 
gramme (dJ doit etre verifiee a posteriori. C'est la voie que nous adoptons ici. Notre 



(1) 
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objectif est double. D'abord on degage les conditions qui permettent de construire 
un caractere de Chern concret et assurent I'existence de diagrammes commutat- 
ifs comme ci-dessus. Ensuite on explique comment obtenir des formules locales 
en s'inspirant des techniques de renormalisation en theorie quantique des champs. 
En fait la diagonale A : K^^"^ — > HC^{SS) du diagramme ([T|) est I'exacte 
generalisation du calcul de I'anomalie chirale associee a une theorie de jauge non- 
commutative. L'evaluation de I'image de A sur une classe de cohomologie cyclique 
de donne alors une formule locale de I'indice. 

Le chapitre [1] decrit la construction du caractere de Chern bivariant au moyen 
de super connexions de Quillen |5Uj . En realite on donne deux formules. La premiere 
repose sur le noyau de la chaleur exp(— tD^) associe a un operateur de Dirac [H]; 
elle est done adaptee aux bimodules non-bornes "0-sommables" . L'autre est obtenue 
par un procede de retraction et fonctionne pour les bimodules bornes p-sommables 
|42j verifiant certaines conditions d'admissibilite. Vu que Ton ne cherche pas ici a 
parler de i^-theorie, il suffit de se placer dans la categoric la plus generale, celle 
des algebres bornologiques. Le caractere de Chern prend alors ses valeurs dans la 
cohomologie cyclique bivariante entiere H E* (s^ , ,'3^) , qui contient des cocycles de 
dimension infinie bien adaptes aux formules basees sur I'utilisation du noyau de la 
chaleur. De plus, dans des circonstances favorables la limite t I permet d'obtenir 
un representant local du caractere de Chern. A titre d'exemple, nous etablissons 
au chapitre [2] un theoreme de I'indice pour les actions propres et isometriques d'un 
groupe localement compact G sur une variete de Riemann [33]. On demontre que 
I'indice d'un operateur elliptique G-invariant de type Dirac, qui determine une classe 
d'homologie cyclique sur I'algebre du groupe, est donne par une formule de localisa- 
tion aux points fixes de Taction. 

A partir du chapitre [3] on se restreint aux algebres de Frechet multiplicative- 
ment convexes, c'est-a-dire les limites projectives de suites d'algebres de Banach. 
Elles possedent deux types distincts d'invariants: les invariants primaires, stables 
par homotopie differentiable tels que la iC-theorie topologique [l8] et I'homologie 
cyclique periodique, et les invariants secondaires tels que la X-theorie multiplica- 
tive [291 ED] et les versions instables de I'homologie cyclique. Ces differents types 
d'invariants sont relies par des suites exactes longues. En utilisant les formules 
obtenues precedemment pour le caractere de Chern d'un bimodule borne, on etablit 
qu'un quasihomomorphisme p-sommable, de parite p mod 2, muni de certaines pro- 
prietes d'admissibilite induit des morphismes d'image directe pour les invariants 
primaires et secondaires tout en respectant les suites exactes. Cela se traduit par 
un diagramme commutatif 

• . . K*°Pi(j^®^) HCn-i{£/) MK^{s^) K*°P(^®^) . . . 

j I " 
• • • HCn-i-pim MK;f_pim) . . . 

avec une algebre p-sommable et MK';^ la iC-theorie multiplicative introduite dans 
[35] . L'entier p est la dimension relative du quasihomomorphisme. En consequence 
on obtient non seulement le diagramme ([1]) en iT-theorie topologique mais aussi 
des diagrammes analogues reliant ET-theorie multiplicative et les versions instables 
d'homologie cyclique. Notons que le produit de Kasparov entre quasihomomor- 
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phismes n'est pas defini dans ce contexte. 

La methode generale permettant d'etablir des formules locales pour le caractere 
de Cliern bivariant est exposee au chapitreHl ainsi que sa relation avec les anomalies 
en theorie quantique des champs |46j . Le lien entre theorie de I'indice et anomalies 
n'est pas nouveau. Citons par exemple Atiyah et Singer [U [54] ou plus recemment 
Mickelsson et coauteurs [U [51 [321 133] • Cependant I'approche que nous presentons ici 
est differente. On introduit la cochame eta renormalisee comme serie formelle dans le 
complexe cyclique bivariant, dont le bord fournit automatiquement un representant 
local du caractere de Cliern. Cette serie formelle est reliee tres explicitement a la 
fonctionnelle d'action quantique d'une theorie de jauge non-commutative, ce qui 
explique le lien avec les anomalies. L'avantage de cette methode est qu'elle laisse 
une grande liberte dans le choix de renormalisation: dans chaque situation de na- 
ture "geometrique" il existe un choix assez naturel qui donne un representant local 
particulier du caractere de Chern. Par exemple, la renormalisation zeta est utilis- 
able en presence d'un operateur de Dirac. Le caractere de Chern est alors donne 
par une somme de residus de fonctions zeta et generalise la formule de Connes et 
Moscovici valable pour les triplets spectraux [15]. Ce n'est evidemment pas le seul 
choix possible. On illustre dans le chapitre [5] un autre type de renormalisation dans 
le cas d'un groupe operant sur le plan complexe par transformations conformes. Ici 
aucune metrique riemannienne n'est preservee et I'introduction d'un operateur de 
Dirac n'est pas naturelle. On pent neanmoins renormaliser sans briser la symetrie 
conforme, ce qui mene encore une fois a une formule de I'indice localisee aux points 
fixes. Elle fait intervenir des nombres de Lefschetz generalises ainsi qu'une classe de 
Todd non-commutative basee sur le groupe d'automor phismes modulaires ^47] . 
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Caractere de Chern bivariant 



Ce chapitre presente deux formules candidates pour le caractere de Chern d'un s^- 
^-bimodule muni des proprietes adequates. La premiere est basee sur le noyau de 
la chaleur associe a un operateur de Dirac. Elle est done adaptee au bimodules non- 
bornes 0-sommables [41j. La deuxieme n'utilise que la phase de I'operateur de Dirac 
et par consequent est applicable aux bimodules bornes p-sommables [l2]. En fait 
ces deux caracteres de Chern sont relies, au moins formellement, par un processus 
de retraction et definissent la meme classe de cohomologie cyclique bivariante. 
Pour se placer dans le cadre le plus general possible, on considere la categoric des 
algebres bornologiques. Le caractere de Chern d'un =2/-^-bimodule vit alors dans 
la cohomologie cyclique bivariante entiere HE*{£/,£^) [35j. Par commodite nous 
rappelons dans la premiere section quelques rudiments de theorie cyclique entiere. 
Les deux sections suivantes detaillent la construction du caractere de Chern respec- 
tivement dans le cas d'un bimodule non-borne ^-sommable et d'un bimodule borne 
p-sommable. Le materiel expose ici est adapte des articles 

|41| D. Perrot: A bivariant Chern character for families of spectral triples. Comm. 
Math. Phys. 231 (2002) 45-95. 

[32j D. Perrot: Retraction of the bivariant Chern character, K-Theory 31 (2004) 
233-287. 

1.1 Algebres bornologiques 

Rappelons qu'une bornologie sur un C-espace vectoriel 'f est la donnee d'un en- 
semble de parties de dites bornees, verifiant certains axiomes [35j. II existe une 
notion de completude au sens bornologique. L'exemple standard d'espace vectoriel 
bornologique est un espace vectoriel localement convexe ^ muni de sa bornologie 
dite de von Neumann, constituee des parties bornees pour toutes les semi-normes 
definissant la topologie de Y. 

Solent y et W deux espaces vectoriels bornologiques. Une application lineaire 
"V ^ W est bornee si elle envoie les parties bornees de Y sur les parties bornees 
de 'W . L'ensemble des applications lineaires bornees Hom('^, est lui-meme un 
espace vectoriel bornologique, complet si W Test. On definit aussi le produit ten- 
soriel bornologique complete Y<^W par une propriete universelle de factorisation. 
Ce produit tensoriel est associatif. Notons que dans le cas des espaces de Frechet, 
Hom(^, W) est exactement I'espace des applications lineaires continues de Y vers 
W, et le produit tensoriel bornologique coincide essentiellement avec le produit 
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tensoriel projectif (modulo quelques subtilites, voir [35]). 

Une algebre bornologique complete si est un espace bornologique complet muni 
d'une application bilineaire bornee associative x i?/ — > si . Par exemple si si 
est un espace de Frechet, alors la multiplication est automatiquement (jointement) 
continue et si est aussi une algebre de Frechet. Si ^ et ^ sont deux algebres 
bornologiques completes, leur produit tensoriel bornologique si®SS est encore une 
algebre bornologique complete. 

L'homologie cyclique d'une algebre bornologique complete si est definie au 
moyen des formes differentielles non-commutatives [9]. Soit si^ = jz/ © C I'algebre 
obtenue en ajoutant une unite (et ce, meme si si est deja unitaire). L'espace des 
n-formes differentielles non-commutatives est le produit tensoriel complete 

^""si = si+^.s^®'' n > , J^V = si , (1.1) 

et la somme directe Qsi = 0„>o ^'^s/ est un espace bornologique complet. Nous 
adopterons la notation standard aodai . . . do„ G i}"'^ pour le produit tensoriel 
ao ai . . . an et dai . . . da^ G U"-si pour 1 (gi oi . . . a„. La differentielle 
d : r2"j2/ ^^^si est une application lineaire bornee de carre nul. On introduit 
de maniere classique I'operateur de Hochschild h : V^si £l^~^si et de Connes 
B : Q'^s/ Q'^+'^si, tons deux bornes et verifiant I? = bB + Bh = B"^ = 0. 
L'homologie cyclique entiere de si s'obtient en completant ^si dans la bornologie 
entiere [35j. Une chaine entiere est alors une collection de formes differentielles 
LOn G donnees pour tout n G N et verifiant une condition de croissance 

lorsque n ^ oo. Nous noterons ^l^^ l'espace bornologique des formes differentielles 
entieres ainsi obtenu. On montre que b et B s'etendent en des applications lineaires 
bornees sur Qf,^, qui devient done un complexe bornologique un fois muni de la 
differentielle totale b + B, naturellement Z2-gradue par le degre pair /impair des 
formes differentielles. 

Definition 1.1.1 ([35j) Soit une algebre bornologique complete. Son homologie 
cyclique entiere est l'homologie du complexe Z2-gradue Q^si muni de la differentielle 
b + B: 

HEi{si) = Hi{n,si) , i G Za . (1.2) 

La cohomologie cyclique entiere bivariante de deux algebres bornologiques completes 
si et ^ est l'homologie du complexe "L^-gradue des applications lineaires bornees de 
Q.^si vers 

HE''{si,S§) = i?i(Hom(a^,a<^)) , i G Za . (1.3) 

En particulier HEi{si) = HE^{C,si), et HE^{s/,C) s'identifie a la cohomologie 
cyclique entiere de is/ definie par Connes [lOj- Rappelons enfin une description 
equivalente de l'homologie cyclique entiere reliee au formalisme de Cuntz et Quillen 
|21j . Pour toute algebre bornologique complete si, Meyer definit dans ^35j la notion 
d'extension analytique universelle 

oil ^ est une algebre bornologique complete analytiquement quasi-libre et I'ideal 
^ est analytiquement nilpotent. Un exemple d'extension universelle est donne par 
I'algebre tensorielle analytique ^ = 3" si ^ completion de I'algebre tensorielle Tsi 
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dans une bornologie appropriee |35j . Une equivalence de Goodwillie generalisee 
implique alors risomorphisme HEi{s^) = HEi{^). De plus le X-complexe 

lid 

X{^) : ^ ^ n^^^ (1.4) 
5 

avec O-'^^ij = ^l^^/b^l'^^ calcule I'homologie cyclique entiere de i^. Ces isomor- 
phismes sont induits par des equivalences d'homotopies de complexes Z2-gradues: 

La Heche de gauche est la projection du complexe des formes differentielles entieres 
sur le X-complexe, tandis que la Heche de droite est induite par I'homomorphisme 
^ si . Lorsque = ^ si , nous avons construit dans [41j un inverse explicite 
7 : Q,(^S^^ realisant I'equivalence de Goodwillie, dont il sera fait con- 

stamment usage. Rappelons enfin que par hypothese, toute extension d'algebres 
bornologiques est scindee par une application lineaire bornee. 

1.2 Bimodules non bornes 

Solent q\, M deux algebres bornologiques completes. Nous appellerons -S^- 
bimodule non-borne tout triplet {H, p, D) verifiant les proprietes suivantes: 

• H est un espace bornologique complet Z2-gradue. Le produit tensoriel complete 
H^gg = est done naturellement muni d'une structure de =!^-module a 
droite, et Ton note End(if^) I'algebre des endomorphismes bornes de Hag qui 
commutent avec Paction de SS. 

• p : =2/ — > End(-ff^) est un homomorphisme borne qui represente I'algebre s/ 
dans les endomorphismes de H^g de degre pair. Hag est done un i2^^-module a 
gauche. 

• D : Dom(D) C H^gg — > Hi^g est un endomorphisme non borne de degre impair, 
commutant avec Taction de On appelle D un operateur de Dirac. 

• Le commutateur [D, p{a)] s'etend en un endomorphisme pair dans End(i7^) 
pour tout a £ si . 

Implicitement on supposera I'existence d'un sous-espace dense ^ C H^ complet 
dans sa propre bornologie et tel que D soit un endomorphisme borne du ^-module 
a droite = Dans les exemples concrets H est un espace de Hilbert 

mais ce point importe peu au niveau de generalite considere ici. Pour construire le 
caractere de Chern bivariant nous aurons besoin d'imposer I'existence de I'operateur 
de la chaleur associe au laplacien de Dirac D^: 

• L'operateur exp(— tD^) S End(ff,^) existe en tant qu'endomorphisme pour 
tout t > et verifie I'equation de la chaleur ^exp(— tZ)^) = — exp(— tZ)^). 

Exemple 1.2.1 L'exemple classique d'un bimodule non-borne est une variete fibree 
M — > B au-dessus d'une base compacte i?, a fibre compacte; si = C°°(M) et 
SS = C°°{B) sont des algebres de Frechet commutatives de fonctions lisses; D est 
une famille lisse d'operateurs de Dirac operant sur les sections d'un espace fibre 
vectoriel E ^ X et parametree par la base; H est I'espace de Hilbert des sections de 
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carre sommable de E et C H est I'espace de Frechet des sections lisses. Dans cet 
exemple la fibration M est triviale mais on pent toujours se ramener a un bimodule 
du type -ff,^ = H®-!^ par trivialisation locale et partition de I'unite. 

Contrairement a la situation des bimodules non-bornes en iC-theorie bivariante 
de Kasparov [5], on ne pent pas imposer a la "resolvante" de I'operateur de Dirac 
d'etre compacte, car cette notion n'a pas de sens en bornologie. Par contre, la 
notion d'operateurs tragables y est bien definie en general. Nous avons introduit 
dans [H] I'algebre des endomorphismes tragables £^{H_ag), qui est naturellement un 
bimodule sur End(i?^). La supertrace d'operateurs sur H induit une application 
lineaire b or nee |41j 

Tr , (1.5) 

qui est une supertrace partielle sur i^{Hpj) vu comme End(//_^)-bimodule. Nous 
allons done remplacer la condition de compacite sur la resolvante de I'operateur de 
Dirac par une condition de tragabilite sur I'operateur de la chaleur. La formulation 
precise est en fait un peu plus compliquee et mene a la notion de 6'-sommabilite 
definie ci-dessous. 



En rapport avec la periodicite de Bott formelle on distingue deux types de bi- 
modules, suivant leur parite [H]. Un bimodule {H,p,D) est pair si I'espace H se 
decompose en somme directe de deux sous-espaces distincts © relativement 
a sa Z2-graduation. Puisque I'image de p est incluse dans la sous-algebre paire de 
End(-ff^) et que D est impair, on pent alors ecrire en notation matricielle 



H-J ' \0 p-J ' \Q 

Ici Q et Q* sont des operateurs independants, la notion d'adjonction n'ayant pas 
de sens pour le moment. Un bimodule {H, p, D) est impair si H = L ® Ci est le 
produit tensoriel d'un espace trivialement gradue L avec I'algebre de Clifford Z2- 
graduee Ci = C © Ce, engendree par I'unite 1 en degre zero et I'element e en degre 
un (e2 = 1). Dans ce cas il existe un homomorphisme a : j# — > End(L/^) et un 
endomorphisme non borne Q sur L^gg tels que 

H = L®Ci , p = a©l, D = Q®£ . 

La strategic suivie dans |41j pour construire le caractere de Chern ch.{H, p, D) G 
HE*(£/,S§) consiste d'abord a relever (H,p,D) en un bimodule sur des extensions 
universelles de £/ et Nous avons choisi de travailler avec les algebres tensorielles 
analytiques dans [H], mais il est en fait possible de generaliser la construction a des 
extensions quelconques sans trop d'effort. Choisissons done une extension analytique 
universelle 

0^ ^ <^^0 . 

Elle induit une extension d'espaces vectoriels bornologiques ^ H jr ^ H,^ 
H,i^ — > 0. Supposons d'abord que I'image de 1' homomorphisme p : ^ End(-ff,^) 
ainsi que I'operateur de Dirac D s'etendent en des endomorphismes du .^"'"-module 
a droite Hag+, oh SS^ est I'unitarisation de II existe alors un homomorphisme 
d'algebre canonique 

a 

End(//.^^ -End(i/.^) , (L6) 
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scinde par une application lineaire bornee a. Cette hypothese d'extension est as- 
sez restrictive. Dans certaines situations cependant, I'homomorphisme ci-dessus 
existe sans avoir besoin de passer par I'unitarisation, voir I'exemple ll.2.6[ On sup- 
posera done I'existence de (|1.6p sans autre precision. La propriete universelle |35j 
de I'algebre tensorielle analytique implique ensuite I'existence d'un homomor- 
phisme borne : 3^^^ — > End(-ff,^) en vertu du diagramme commutatif 



0- 



0- 



End(i7,^ 











ou jV^ est le noyau de rhomomorphisme ()1.6p . La notation rappelle que J\^'^ est 
une algebre Z2-graduee ( = supersymetrique). De fagon analogue, I'operateur de 
Dirac D sur Ha^ se releve en un endomorphisme non-borne D sur Hti^. 



On se place ensuite dans le formalisme des cochaines d'algebre de Quillen [5T] . 
Soit rj*^ = M®^^^ I'algebre Z2-graduee des formes differentielles sur ^ tronquee 
en degres > 1. Le ri*^-module a droite Hfi*i^ est naturellement muni d'une 
differentielle. Dans [H] , nous avons defini une completion bornologique de la cogebre 
bar de JT^/ que I'on notera Elle est munie de la codifferentielle de Hochschild 
|51j . Designons par le bicomodule des 1-coformes universelles sur ^ et par 

O^,^ = ^©r^i"^ la cogebre Z2-graduee associee [51]. L'espace des applications 
lineaires bornees 

^ = Hom(0,^, Hn*.^) 

est done naturellement un module a droite sur I'algebre Hom(Q*'^, munie du 

produit de convolution. ^ est aussi dote d'une differentielle totale d. L'observation 
fondamentale ([41j) est que I'homomorphisme : — > End(ff,^) et I'operateur 
de Dirac D agissent par endomorphismes de degre impair sur Reunissons-les au 
sein d'une super connexion de Quillen [50] : 

V = d + p,+D. (1.7) 

La courbure = d{p^ + D) + [D, p^j + D"^ est done un endomorphisme de degre pair 
sur Precisons que [ , ] est le commutateur gradue. En gros, on cherche a obtenir le 
caractere de Chern de {H, p, D) en prenant I'exponentielle de cette courbure, comme 
dans le cas classique d'un espace fibre vectoriel muni d'une connexion. Le lemme 7.1 
de [H] montre comment definir I'operateur de la chaleur exp(— tl)^) au moyen d'un 
developpement formel en serie de Duhamel. La condition de 0-sommabilite impose 
que I'exponentielle de la courbure soit un endomorphisme tragable dans le sens 
suivant: 



Definition 1.2.2 (^-sommabilite [41j) Un bimodule {H, p, D) admissible relative- 
ment a une extension ^ est 9-sommable si la serie de Duhamel 

exp(-V2) := ^(-f / dti...dt„e-*»^'ee-*^^'...Ge-*"^' , 

n>0 

avec Q = + D) + [D,p^], definit un element pair de I'algebre de convolution 
Hom(r2*'^, operant par endomorphismes sur le }iom{Q,^'to',Q*^) -module 

d droite ^ . 
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Ici A„ = {(to, • • • , in) G [0, l]"^"*^ I Yli — 1} designe le n-simplexe standard. En fait 
on ne s'interesse qu'a la projection de exp(— V^) sur Hom(r2i^, On pent 

alors composer cette application lineaire a I'entree par la cotrace t] : ^e^-^ 
(voir [m El]), a la sortie par une supertrace partielle r : i^{HQ_*f^) — > il*,^ afin 
d'obtenir une application lineaire bornee 

X = Texp(-V2)^ : n.^Ts^ ^ X{M) . (1.8) 

La normalisation de r est fixee de maniere unique par periodicite de Bott |41j . 
et sa parite est la meme que celle de {H,p,D). L'identite de Bianchi [V = 
implique immediatement que (II. Sp est un morphisme du (6+-B)-complexe des formes 
differentielles entieres sur ^s/, vers le X-complexe de Comme on salt que 
calcule I'homologie cyclique entiere de via I'equivalence de Goodwillie 
7 : X{.^£/) — > ^l^£^.(2/, on en deduit que la composee 

ch{H,p,D) : X{£r£/) ^n^£rj^ ^ X{^) (1.9) 

est un cocyle cyclique bivariant entier, dont la classe de cohomologie definit le car- 
actere de Chern. Soit maintenant C°°[0, 1] I'algebre de Frechet des fonctions lisses 
sur I'intervalle [0, 1] dont toutes les derivees d'ordre > 1 s'annulent aux extremites, et 
notons ^[0,1] le produit tensoriel complete ^(8)C°°[0, 1]. Un ^-^[0, l]-bimodule 
definit une homotopie differentiable entre les deux ^-^-bimodules associes aux 
extremites de I'intervalle. On definit de fagon analogue une homotopie differentiable 
entre bimodules 0-sommables relativement a une extension 

Theoreme 1.2.3 ([41j) Soit {H,p,D) un £/-,'^-bimodule non-borne de parite i E 
Z2, et 9-sommable relativement a une extension analytique universelle ^ ^ — > 
=^ — > =^ ^ 0. Alors la classe de cohomologie cyclique entiere bivariante du caractere 
de Chern 

ch{H, p, D) e HE\£/, dS) (1.10) 
est invariante par homotopie differentiable de bimodules 9-sommables. m 

Remarque 1.2.4 La classe de cohomologie cyclique du caractere de Chern depend 
a priori du choix de I'extension M et du relevement de I'operateur de Dirac D, a 
moins que I'on puisse montrer que deux tels relevements sont connectes par une 
homotopie de bimodules 0-sommables. II convient done de montrer, dans chaque 
situation concrete, que Ton a effectivement construit le "bon" caractere de Chern! 

Exemple 1.2.5 Lorsque H est un espace de Hilbert, ^ une algebre quelconque, 
p : ^ End(-ff) une representation et D un operateur non borne autoadjoint a 
resolvante compacte sur H, on obtient un triplet spectral [TT]. Dans ce cas ^ = C est 
une algebre quasi-libre et il suffit de prendre I'extension triviale ^ = C La condition 
de 0-sommabilite impose que I'operateur de la chaleur exp(— Z)^) soit tragable, et le 
morphisme (jl.Sp se reduit a un cocycle cyclique entier x '■ i^e^ — > C qui correspond 
exactement au cocycle JLO bien connu [28j. 

Exemple 1.2.6 Dans certaines situations il n'est pas necessaire de choisir une ex- 
tension ^ analytique universelle, pourvu que le complexe X{£?) porte suffisamment 
d'information sur I'homologie cyclique de Illustrons cela dans le cas de la classe 
de Bott sur I'espace euclidien M". On prend pour ^ I'algebre de Frechet commu- 
tative des fonctions lisses a decroissance rapide sur M", munie de sa bornologie de 
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von Neumann. Soit r2^(R") I'espace de Frechet des formes differentielles lisses a 
decroissance rapide, de degre pair, sur On deforme le produit commutatif sur 
r2"'"(R") en un produit non-commutatif introduit par Fedosov [23j : 

uji o UJ2 = UJ1UJ2 — du>iduj2 Vtjj e r2^(]R") . 

Soit ^ cette algebre non-commutative, munie de sa bornologie de von Neumann. La 
projection de ^ sur I'espace des zero-formes ^ est un homomorphisme d'algebre, 
d'ou une extension 

0^ f ^ m ^ m . 

Le noyau ^ s'identifie a I'ideal nilpotent des formes differentielles paires de degre > 
2. n'est pas quasi-libre. Cependant, le complexe X(^) contient toute I'information 
sur la cohomologie de de Rham a decroissance rapide sur R". 

La classe de Bott est I'element de iT-tlieorie topologique de R" representee par le 
C-^-bimodule (i?, D) suivant: H. est I'espace de dimension finie 5„ des spineurs 
complexes associes a I'espace euclidien R"; le ^-module Hag = S"^ ® s'identifie 
aux sections de spineurs lisses et a decroissance rapide sur R"; p est la representation 
triviale de C par multiplication sur B.ag\ et D est la multiplication de Clifford du 
vecteur issu de I'origine de R" sur (pour n impair on doit prendre H = S'^ ®C\ 
et tensoriser D par e). Puisque i?/ = C, le caractere de Chern de {H,p,D) se reduit 
a une classe d'homologie dans X{M), et par consequent a une classe de cohomologie 
de de Rham a decroissance rapide sur R". Le calcul explicite realise dans [41] fait 
intervenir I'exponentielle exjp{—D^) G =^ du laplacien de Dirac releve au ^-module 

H, ^. Le caractere de Chern est alors represente par une forme differentielle d'allure 
gaussienne et de degre maximal sur R". 

I. 3 Bimodules bornes j9-sommables 

Soit H un espace bornologique complet Z2-gradue, End{H) I'algebre de ses endomor- 
phismes bornes et i^{H) le End(i/)-bimodule des endomorphismes tragables. Par 
souci de simplification on supposera que I'homomorphisme naturel i^{H) — > End(-ff) 
est injectif, ce qui identifie i^{H) a un ideal bilatere de End{H). On dit qu'une 
sous-algebre Z2-graduee C End(-ff) (complete dans sa propre bornologie) est 
p-sommable, avec p entier, si la puissance p-ieme de J^^ definie comme I'image du 
produit de concatenation 

. . . ®J^' J' , 

^ V ' 

V 

est contenue dans i^{H). Un exemple bien connu est celui des classes de Schatten 
_ p>(^}{^ g^j. espace de Hilbert H. 

Soient et ^ deux algebres bornologiques completes, H un espace bornologique 
complet Z2-gradue et C End(i?) une sous-algebre p-sommable pour un entier 
p > 1 fixe. L'algebre ^^^SS agit de maniere evidente par endomorphismes sur le 
.^-module a droite Hr^ = Hi^i^. Tout triplet {H,p,F) est appele £/-^-bimodule 
borne p-sommable s'il verifie les proprietes suivantes: 

• II existe une sous-algebre Z2-graduee S'^ C End{H^gg), complete dans sa propre 
bornologie, contenant ^^(^SS comme ideal bilatere. On ecrira 



End(i/^) D " > J'®SS 
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• p : .(2/ ^ S'^ est une representation bornee de dans la sous-algebre de degre 
pair de S"^. 

• F G 'End{H^ag) est un endomorphisme de degre impair multiplicateur de S"^ et 
tel que = 1. 

• [F, p{a)] £ J^*(g)=^ pour tout a£ £/. 

Les bimodules bornes pairs ou impairs sont definis de maniere analogue aux bimod- 
ules non-bornes. La necessite de considerer une sous-algebre C End(i?.^) est 
dictee par le fait que J'^®1% n'est pas necessairement un ideal bilatere de End(-fr.^). 
On pent penser a comme etant la plus petite algebre d'endomorphismes stable 
sous multiplication par F et qui contient I'image de p. 

Pour construire le caractere de Chern de (ff, F) en coliomologie cyclique bi- 
variante, nous allons relever comme precedemment le bimodule a des extensions 
universelles de et Choisissons done une extension quasi-libre analytiquement 
nilpotente 0— > >^^=^^Oet supposons dans un premier temps que 

I'operateur F G End(//_^) soit de la forme 

F = G®\ avec = 1 € End(i7) . (1.11) 

Alors F se releve canoniquement en un endomorphisme F = F sur le ^-module a 
droite i/.-g'. La condition d'admissibilite suivante est adaptee de |45]: 

Definition 1.3.1 Le bimodule {H,p,F) est admissible relativement a I'extension 
0— > >^^Os'i/ existe deux sous-algebres Z2-9i"ciduees 

End{H^) D Jl' > J'®Si , End(i/,^) D > J"® / 

avec F multiplicateur de , ainsi qu'un diagramme commutatif d' extensions 

^ J^' ^ J^' ^ ^ 

— ^ .y'®/ — ^ j^'^^ — ^ y'^m ^ 

Exemple 1.3.2 Les bimodules consideres dans |42] sont admissibles par rapport a 
n'importe quelle extension 1% et ont la forme suivante: H est un espace de Hilbert 
et 

J' = e>{H) , = End{H)^m . 

En effet on pent alors prendre = End{H)(giSi et = End{H)^ ^ . Le fait 
d'imposer que I'image de p appartienne au produit tensoriel EndiFL^®^ C End(-ff,^) 
est assez restrictif. II existe neanmoins un certain nombre d'exemples interessants 
verifiant cette propriete, comme celui du chapitre [5l Cette situation ne couvre 
cependant pas tons les cas de figure importants, en particulier le representant borne 
de la classe de Bott sur I'espace M" verifie seulement la condition plus generale ll.3.1[ 

La propriete universelle de I'algebre tensorielle analytique permet ensuite de 
relever I'homomorphisme p : ^ ^ (o''' en un homomorphisme p=K : ^=2/ en 
vertu du diagramme commutatif 

^ Js^ ^ STsi ^ si ^ 



(J 

^ .jV' ^—^ 
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Notons que pour x £ £^£/, le commutateur [F, x] £ est dans I'ideal J^'^®^ et 
par consequent le triplet {H,p^,,F) definit un =>^i2/-^-bimodule borne p-sommable, 
de meme parite z E Z2 que le bimodule initial {H,p,F). Son caractere de Chern 
dans HE^{£^^,'^) est represente, pour tout choix d'entier n > p de parite i mod 2, 
par un cocycle £ Hom(ilecTj2/, X(^)) construit de la fagon suivante [l2]. 
s'annule sur les espaces Vt^ 3/'s^ si A; 7^ n et n + 1, et ses deux composantes non 
nulles xj} : ^"^^J^ ^ ei \^ : Vf^+^STs^ n^j^g^^ sont definies par 

Xo(xodxi 
Xi(xodxi 



avec Sn+i le groupe des permutations cycliques sur n + l elements, e(A) la signa- 
ture de la permutation A, et r la supertrace partielle provenant de la supertrace 
d'operateurs sur la puissance n-ieme de J^'^. Ainsi la composee 

ch'^{H,p,F) : X{^£/) ^n,^^ ^ X{^) (1.13) 

est un cocycle cyclique bivariant entier pour tout n > p. Une homotopie differentiable 
entre deux bimodules bornes est definie de maniere analogue au cas des bimodules 
non-bornes. 

Theoreme 1.3.3 ( [42] ) Soit {H,p,F) un £/ -bimodule borne p-sommable et de 
parite i G Z2, avec F = G®1. On le suppose admissible relativement a une extension 
universelle de ^ . Alors pour tout entier n > p, n = i mod 2, la classe de cohomologie 
cyclique bivariante entiere du caractere de Chern 

cli"(F,p,F) G HE\£/,^) (1.14) 

est invariante sous homotopie differentiable et independante du choix de n. m 

Remarque 1.3.4 Comme dans le cas non-borne, la classe de cohomologie cyclique 
du caractere de Chern depend en principe du choix des extensions ^ ^ ^ Si ^ 
Sg ^ et ^ ^ ^ ^ 0. 

Dans la situation 011 F n'est pas de la forme G (8) 1, on pent toujours tenter de 
prendre un relevement F G End(-ff,^) mais alors 7^ 1 en general. Nous avons 
montre dans [42] comment modifier en consequence les formules (I1.12p . Les cocycles 
qui en resultent sont alors plus difficiles a gerer et ne definissent pas de fagon evidente 
une classe de cohomologie cyclique dans HE*{£/,S^). II convient de remarquer que 
la condition F = G <Si 1 n'est pas veritablement restrictive puisqu'il s'agit de la 
representation standard d'un element de i^-theorie bivariante sous la forme d'un 
quasihomomorphisme jl8j 

p:j^^<^'>J^'^^. (1.15) 

Nous reviendrons sur les formules ()1.12p dans le chapitre [3] dedie aux images di- 
rectes d'invariants primaires et secondaires pour les m-algebres de Frechet. Notons 



r(i + f; 



. ..dXn+l) = 



n+l 



r(i + ^) 

(n + l)! ^ 

1=1 

(1.12) 
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que dans |36^ [37] Nistor a construit un caractere de Chern bivariant pour les quasiho- 
momorphismes p-sommables. J'ignore s'il coincide exactement avec celui considers 
ici. Cependant nous prefererons utiliser les formules (jl.l2p en raison de leur com- 
patibilite avec le caractere de Chern des bimodules non-bornes 0-sommables: 

Lien entre bimodules bornes et non-bornes. Considerons maintenant un £/- 
^-bimodule borne p-sommable {H, p, F) verifiant les hypotheses du theoreme ci- 
dessus. Soit \D\ un endomorphisme non borne de degre pair sur H^gg commutant avec 
F, et tel que {H, p, D) avec D = \D\F soit un bimodule non-borne 0-sommable. Dans 
|42j nous donnons des conditions formelles pour assurer I'egalite des caracteres de 
Chern c\y{H, p, D) = c\i^{H, p, F) dans HE^{si^ , II s'agit d'une generalisation bi- 
variante du procede de retraction introduit par Connes et Moscovici pour les triplets 
spectraux [14]. Le principe est base sur des transgressions de Chern-Simons dans le 
complexe Hom^il.^c'^^/ , X{^)), suivies d'une homotopie entre D et F (dans un sens 
a preciser) 

Dt = D/\DW te[0,l]. 

C'est d'ailleurs en suivant ce procede que nous avons etabli dans [42] les formules 
()1.12p . Si Ton se place dans le cadre bornologique general cette retraction est pure- 
ment formelle. Elle doit done etre utilisee au cas par cas, dans les situations concretes 
oil tout est bien defini. La comparaison des caracteres de Chern ch.{H, p, D) et 
ch."'{H, p, F) fournit alors un outil efficace pour etablir des theoremes de I'indice 
en geometric non-commutative. Nous proposons dans le chapitre suivant une illus- 
tration de ces methodes par I'etude des actions propres et isometriques de groupes 
localement compacts sur des varietes de Riemann. 



Chapter 2 



Theoreme de Pindice 
equivariant 



Ce chapitre sert d'illustration aux formules de caractere de Chern bivariant intro- 
duites precedemment. On considere un groupe G localement compact agissant 
proprement par isometries sur une variete riemannienne M complete et cocom- 
pacte. L'algebre de convolution des fonctions continues a support compact sur G 
est completee en une algebre de Banach "admissible" S§ (voir la definition 12. l.ip . A 
tout operateur differentiel elliptique G-invariant Q d'ordre 1 sur M on pent associer 
un indice qui est une classe de /C-theorie topologique ^i{Q) G L'objectif 
est alors de calculer son caractere de Chern en homologie cyclique entiere 



On designe par le produit croise C^(M) xi G. C'est une algebre bornologique 
complete dotee d'une classe canonique en i^'-theorie [e] G K'^q'^{£/). Le theoreme 
de I'indice demontre dans [13] exprime le caractere de Chern (j2.ip comme cup- 
produit de ch(e) G HEq{£/) avec le caractere de Chern bivariant d'un s^-SS- 
bimodule non-borne 0-sommable naturellement attache a I'operateur elliptique Q. 
Le developpement asymptotique du noyau de la chaleur a temps court permet ainsi 
d'obtenir une formule locale pour ()2.ip . faisant intervenir les sous-varietes des points 
fixes de Taction de G sur M. Ces resultats sont issus de I'article 

|43j D. Perrot: The equivariant index theorem in entire cyclic cohomology, preprint 
|arXiv:math/0410315, a paraitre dans J. K- Theory (disponible en ligne). 

2.1 Actions propres 

Soit G un groupe topologique localement compact separable. On note Cc(G) l'algebre 
des fonctions continues a valeur complexe et a support compact sur G, munie du 
produit de convolution 



ch(/i(Q)) G HE^^) . 



(2.1) 




(2.2) 



oil dh est une mesure de Haar invariante a droite. Nous aurons besoin de la completer 
en une algebre de Banach: 
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Definition 2.1.1 ([43j) Soit G un groupe localement compact et dg une mesure 
de Haar invariante d droite. Une mesure dv sur G est admissible s'il existe une 
fonction a strictement positive et continue sur G telle que 

dv = a dg et a{gh) < a{g)a{h) yg,h^G. (2-3) 

La norme \\h\\ = J^dv\h{g)\ associee a cette mesure verifie alors \\bib2\\ < II&1IIII&2II 
pour tous 61,62 E Cc{G), et Valgebre de Banach ^ = L^{G,dv) ainsi obtenue est 
appelee une completion admissible de Valgebre de convolution. 

On pent construire un bon exemple de mesm'e admissible a partir d'une distance 
d : G X G ^ M+ invariante a droite sur G et d'un parametre a E M.^. En tout point 
g £ G posons 

a{g) = {l + d{g,l)r ■ 

La fonction a croit done comme une puissance de la distance qui separe g de 
I'identite. Les elements de = L^{G,dv) sont des fonctions localement integrables 
sur G qui verifient une certaine condition de decroissance a I'infini, suivant la 
valeur de a. En particulier lorsque G est abelien, on voit par transformation de 
Fourier que ^ est un espace de fonctions sur le dual de Pontrjagin G, d'autant plus 
"differentiables" que a est grand. Cette necessite de controler le degre de regularite 
des fonctions est dictee par I'utilisation de I'homologie cyclique. 

Considerons maintenant une variete differentielle M complete, lisse et sans bord, 
sur laquelle G agit proprement par difFeomorphismes. On suppose de plus que le 
quotient X = G\M est compact. Puisque Taction est propre, on pent sans perte de 
generalite fixer une metrique de Riemann sur M telle que G agisse par isometrics. 
De meme, si £' — > M est un espace fibre vectoriel G-equivariant, complexe et de rang 
fini, on pent toujours le supposer muni d'une structure hermitienne G-invariante. 
Soient £'+ — > M et M deux fibres vectoriels complexes G-equivariants. 

Pour tout m E M on designe par I'espace des operateurs pseudod- 

ifferentiels G-invariants d'ordre m et a support propre \26\ I31j . Le groupe de K- 
homologie G-equivariante de degre pair K(f{M) est defini comme I'ensemble des 
classes d'homotopie stable d'operateurs pseudodifferentiels elliptiques G-invariants 
Q E "^^{E^, E-). De meme le groupe de X-homologie equivariante de degre im- 
pair i^p(M) est I'ensemble des classes d'homotopie stable d'operateurs pseudod- 
ifferentiels elliptiques G-invariants autoadjoints Q E "^^(EjE). L'addition sur est 
induite par somme directe de fibres et d'operateurs. Un operateur pseudodifferentiel 
elliptique Q d'ordre m quelconque determine aussi un element de K-homologie [Q] 
en prenant la classe de I'operateur d'ordre zero Q • 6m, oh 6m est un operateur ellip- 
tique G-invariant de symbole s{x,p) = (1 + Hf*!!)""^ et d'ordre —m. 

Choisissons maintenant une completion admissible ^ de I'algebre de convolution 
Gc(G). A tout operateur elliptique Q E representant une classe de K- 

homologie paire on pent associer son indice dans la K-theorie topologique d'algebre 
de Banach ^ de la maniere suivante. Choisissons une parametrix G-invariante 
P E pour Q: 
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Designons par E le fibre vectoriel © E- et considerons I'operateur pseudod- 
ifferentiel inversible T £ '$^{E,E) 

( l-PQ P 
\2Q-QPQ QP-l 

Soit '^^°°{E, E) I'algebre des operateurs pseudodifferentiels regularisants, dont on 
a rajoute une unite aux blocs diagonaux. Les idempotents 

...T-.fl»V. e„^f»?) ,2.4) 



sont des elements de ^~°°{E, E) dont la difference appartient a ^~°°{E,E). Soit 
maintenant Jf I'algebre de Frechet des "operateurs compacts lisses" (matrices com- 
plexes infinies a decroissance rapide [20]), et Cc(G;^) I'algebre de convolution des 
fonctions continues a support compact sur G et a valeurs dans J^. A I'aide d'une 
fonction "cut-off" sur M, on construit un homomorphisme (voir I43j ) 

e : ^-"^{E, E) Cc{G, X) . (2.5) 

Or Cc(G;^) est une sous-algebre du produit tensoriel projectif L'indice 
analytique G-equivariant de I'operateur Q est alors defini comme la classe de K- 
theorie topologique 

^(Q) = [^(ei)] - [0(eo)] G = K^^^) > (2-6) 

qui est independante des choix effectues. Lorsque Q represente une classe de K- 
homologie de degre impair, on definit son indice € -fCi(^) en se ramenant au 

cas pair par periodicite de Bott. L'indice analytique descend en une application sur 
la /C-homologie equivariante 

[I : Kf{M) ^ P(=^) i G Za . (2.7) 

Notons qu'a ce niveau le choix d'une completion de Cc{G) en algebre de Banach 
importe peu. La propriete d' "admissibilite" ne sera vraiment utilisee que dans la 
construction du caractere de Chern bivariant. 



2.2 Le bimodule associe 

Comme precedemment considerons un groupe localement compact G et une variete 
riemannienne complete M munie d'une G-action propre, cocompacte et isometrique. 
Pour toute partie compacte K C M designons par G^{M) I'espace de Prechet des 
fonctions lisses sur M a support dans K, et par Gc(G; G^(M)) I'espace des fonctions 
continues a support compact sur G et a valeurs dans G^(M). La limite inductive 

^= lim Cc{G;C^{M)) (2.8) 

KCM 

est un espace bornologique complet qui s'identifie a un espace de fonctions sur le 
groupoi'de G x M. On definit le produit de convolution de deux elements ai,a2 G 
par 

{aia2){g,x) = / dhai{h,x)a2{gh^^ ,hx) , \/{g,x)EGxM, 
Jg 
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ou dh est la mesure de Haar invariante a droite. Alors ^ est une algebre bornologique 
complete [l3], que I'on notera sous la forme d'un produit croise 

^ = C^{M) X G , (2.9) 

avec C^{M) I'algebre commutative des fonctions lisses a support compact sur M. 

Choisissons maintenant une completion admissible ^ de I'algebre de convolution 
Cc{G), d'apres la definition 12.1.11 Munie de sa bornologie de von Neumann, ^ est 
une algebre bornologique complete. Nous allons associer un =2/-=^-bimodule non- 
borne a tout operateur differentiel elliptique Q d'ordre 1 representant une classe 
de iC-homologie equivariante [Q] S K^{M). Dans le cas pair, Q S ^1{E+, E-) 
agit entre les sections de deux fibres vector iels hermitiens G-equi variants. Avec 
son adjoint formel Q* G ^^{E^, E^) on pent construire un operateur differentiel 
elliptique de degre impair agissant sur les sections du fibre Z2-gradue E = E^ © E^ 

D s'etend en un operateur autoadjoint non borne sur I'espace de Hilbert Z2-gradue 
H = L?'{E) associe a la metrique de Riemann sur M et la structure hermitienne 
sur E. Dans le cas impair, Q G (£',£') est un operateur autoadjoint agissant sur 
les sections d'un fibre E trivialement gradue; en tensorisant I'espace des sections 
de E par I'algebre de Clifford Z2-graduee Ci = C © Ce, on construit I'operateur 
differentiel elliptique de degre impair 

D = Q®e. (2.11) 

D s'etend en un operateur autoadjoint non borne sur I'espace de Hilbert Z2-gradue 
H = L'^{E) © Ci. On traite maintenant les cas pair et impair simultanement. Mu- 
nissons H de sa bornologie de von Neumann. L'algebre des fonctions lisses a support 
compact C^{M) agit par multiplication sur les sections de E, done est representee 
par endomorphismes bornes sur H. De plus Paction de G etant isometrique, elle 
induit une representation unitaire r : G ^ U{H). On obtient un j2/-<^-bimodule 
non-borne {H, p, D) de meme parite que la classe [Q] comme suit: 

• H^^ = H®^1S est isomorphe a I'espace de Banach L^{G;H) des fonctions 
integrables sur G (relativement a la mesure admissible diy) et a valeurs dans 
H. Sa structure de .^-module a droite est donnee par 

m{g) = [ dhah)b{gh-') , y ^eH^ , bG^ , gGG . 
JG 

• p : ^ End(i7^) est la representation de par endomorphismes pairs 

(P(«)0(5) = / dha{h)r{h) ■ ^gh-^) , y a e , ( e , g e G , 
JG 

OU revaluation de a E ^ en un point h €z G donne une fonction a{h) E C^{M) 
vue comme operateur borne sur H. 

• D : Dom(D) C H^gg Hag est I'operateur non borne impair de domaine dense 

{Di){g) = Di^g)) , V e G Bom{D) , geG, 

qui commute avec Paction a droite de Comme D est un operateur differentiel 
d'ordre 1, le commutateur [D, p{a)] £ End(i?.<^) s'etend en un endomorphisme 
borne pour tout a £ £/. 
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L'operateur de la chaleur exjp{—tD^) G End{H), defini par calcul fonctionnel sur 
I'extension autoadjointe de D, est aussi naturellement un endomorphisme du ^- 
module H,^. Nous avons montre dans [33] que le bimodule non borne {H, p, D) ainsi 
obtenu a les proprietes requises pour construire son caractere de Chern bivariant 

ch(i7, p, D) £ HE*{£^, . (2.12) 

On choisit ici I'extension universelle ^ = ^ pour SS. L'analyse est grandement 
simplifiee par le fait que l'operateur de Dirac sur Hog provient d'un operateur sur 

H. Son relevement au ^-module i/,^ se reduit done a ID = D. Les proprietes de la 
completion admissible ^ sont essentielles dans la preuve de la proposition suivante: 

Proposition 2.2.1 ([43]) Soit Q un operateur differentiel elliptique G-invariant 
d'ordre 1 representant une classe de K-homologie [Q] € Kf{M), i G Z2, et soit 
D l'operateur de Dirac associe. Alors pour tout t > 0, le bimodule {S', p,\/tD) est 
6-sommahle. Son caractere de Chern 

ch{H, p, VtD) e HE\£/, (2.13) 

est une classe de cohomologie cy clique bivariante entiere independante de t. m 

Les formules de developpement asymptotique de l'operateur de la chaleur exp(— tZ)^) 
a la limite 1 1 permettront d'obtenir une formule locale pour le caractere de Chern 
bivariant. 

2.3 Theoreme de I'indice 

Lorsque M est munie d'une action propre et cocompacte de G, il existe une fonction 
cut-off c G C^{M), c'est-a-dire telle que fQc{gx)^dg = 1 pour tout x G M. On 
peut alors construire un idempotent e £ .s/ = C^{AI) xi G en posant 

e{g,x) = c{x)c{gx) y {g,x) £ G x M . (2.14) 

Get idempotent definit une classe canonique [e] E Kq"^{£/) dans la ii'-theorie de 
I'algebre bornologique £/, independante du choix de fonction cut-off. Son caractere 
de Chern est une classe d'homologie cyclique entiere de degre pair 

ch(e) G HEo{£/) . 

Choisissons une completion admissible ^ de I'algebre de convolution Cc{G). Pour 
toute classe de cohomologie cyclique entiere bivariante ip £ HE^{£/,^), le cup- 
produit if ■ ch(e) definit une classe dans I'homologie cyclique entiere HEi{,'^). On a 
alors le theoreme de I'indice suivant. 

Theoreme 2.3.1 ([43]) Soit [Q] G K^{M), i £ Z2, une classe de K-homologie 

equivariante representee par un operateur differentiel elliptique G-invariant d'ordre 

I, et soit {H,p,D) le £/ -bimodule non-borne associe. Alors I'image de [Q] par 
Vapplication d' assemblage p : Kf{M) Ki{^) a un caractere de Chern donne par 
le cup-produit 

ch{p{Q)) = ch{H, p, D) ■ ch(e) £ HEi{^) , (2.15) 

ou ch(H, p, D) £ HE^(£/,^) est le caractere de Chern du bimodule et ch(e) £ 
HEq(£/) le caractere de Chern de la classe canonique [e] £ i^Q°'^(i/). 
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Esquisse de demonstration: Premierement on peut se ramener a un operateur de 
Dirac inversible. Sa phase F = D/\D\, F"^ = 1, est un operateur borne sur H. 
Comme explique au chapitre [H on retracte ensuite le bimodule non borne {H, p, D) 
sur le bimodule borne {H, p, F) au moyen de I'homotopie operateur 

Dt = D/\D\\ te[0,l]. 

{H, p, F) est p-sommable pour tout p > dim M. Les cocycles cycliques bivariants 
entiers ch."'{H, p, F) donnes par les formules ()1.12p definissent la meme classe dans 
HE^{£/, ^) que le caractere de Chern c]i{H, p, D). Dans le cas z = 0, le cup-produit 
de ch"'{H, p, F) avec cli(e) est une formule simple qui s'identifie au caractere de 
Chern d'un idempotent p-sommable. On se ramene ensuite a I'idempotent p{Q) par 
deformation. Le cas i = 1 s'en deduit par periodicite de Bott. ■ 

Soit t > 0. Le cup-produit di{H, p, \/tD) ■ ch(e) represente ch.{p{Q)) en vertu 
de la proposition 12.2. 1[ C'est une chaine entiere sur I'algebre Designons par 
ch.n{ViD) e 0"=^ sa composante de degre n. Comme ^ = L^{G, dv) est un espace 
de fonctions integrables sur G, on voit que 

est un espace de fonctions integrables sur I'ensemble U G"^^ muni de la mesure 
produit. On peut done regarder ch„(\/iD) comme une fonction sur G" U G""*"^. En 
fait, elle est continue et a support compact tant que t > 0. Lorsque le fibre E ^ M 
est un module de Clifford et D un operateur de Dirac generalise, nous avons calcule 
dans ^43] que revaluation de ch.n[^/tD) en un point g e G"" U G""*"^ est donnee par 
une formule locale explicite a la limite t j 0, faisant intervenir les points fixes de 
Paction de G sur M. Premierement, a partir de I'idempotent e S iz/ on construit de 
maniere purement algebrique une forme differentielle mixte 

ch„(e) G J1*(M) . (2.16) 

Elle peut se voir comme une fonction sur G" U G""*"^ a valeurs dans I'espace r2*(M) 
des formes differentielles (commutatives) a support compact sur M. Ensuite, pour 
tout g £ G designons par Mg C M I'ensemble des points fixes de g. C'est une 
reunion de sous-varietes de M, qui peuvent avoir differentes dimensions. Au moins 
localement, le module de Clifford E restreint a Mg se decompose en un produit 
E = S E/S oil S est un fibre de spineurs. En supposant pour simplifier que Mg 
a une structure de spin, on definit globalement sur M un courant de de Rham 

avec A{Mg), ch{E/S,g) et ch{SN,g) les classes caracteristiques entrant dans le 
theoreme de Lefschetz generalise (voir [3] pour le cas non spin). Cg est ferme et 
invariant par le sous-groupe centralisateur de g. Les methodes de developpement 
asymptotique du noyau de la chaleur [H [25 conduisent a la formule de localisation 
suivante. 

Proposition 2.3.2 ( |43] ) Considerons un module de Clifford G-equivariant E et 
un operateur de Dirac generalise G -invariant D : C^{E) G^{E). La composante 
de degre n du cup-produit ch.{E, p, \/tD) ■ ch(e) est une n-forme non commutative 
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din{VtD) G identifiable d une fonction sur G" U G""^^ . Sa limite t J, en un 

point g G U G"^"*^ est donnee par la formule de localisation 



]imcK{VtD){g) = Y^-LI^ I l(M,) "y/^'^^ h„(e)(g) , (2.18) 



OIL g £ G est le produit de concatenation gn ■ ■ ■ 9i ( resp. g-n - ■ ■ 9o) si g = {gi, . . . ,gn) 
(resp. g = {go, . . . ,gn))- La somme est prise sur toutes les sous-varietes fixes Mg 
de dimension d et codimension q = dim M — d. ■ 

Remarque 2.3.3 Puisque Taction de G sur M est propre, un element g £ G ne 
pent avoir de points fixes que s'il appartient a un sous-groupe compact. Ainsi le 
support de la fonction limite lim^j^o cli„(\/tL') est restreint aux points g G G'^UG"''^^ 
dont le produit de concatenation appartient a un sous-groupe compact de G. 

Exemple 2.3.4 Lorsque G est un groupe compact agissant sur une variete com- 
pacte M, toute completion admissible de Gc{G) est topologiquement equivalente a 
I'algebre de Banach des fonctions integrables =^ = L^{G) relativement a la mesure de 
Haar. En dimension paire I'indice analytique ^(Q) G Kq°^{^) est une representation 
virtuelle de G, et toute I'information interessante sur le caractere de Chern cli(//((5)) 
est concentree dans sa composante de degre zero ch.Q{\/tD) G La classe de K- 
theorie canonique [e] G Kq"'^{£/) est representee par I'idempotent 

e{g,x) = 1 \f {g,x) e G X M , 

en supposant la mesure de Haar normalisee. Alors la forme clio(e) G 17* (M) ^ 
correspond simplement a la fonction G il*(M) identiquement egale a 1. Par 
consequent, la formule de localisation donne, en tout point g £ G, 

limcho(tZ?)(5)=E7^/ ^(M,) 'y/^'f ■ (2.19) 

no 17^ (2^^)^ •''Mg ch{SN,g) 

On retrouve ainsi le theoreme de Lefschetz generalise par Atiyah-Segal-Singer [2]. 

Exemple 2.3.5 Lorsque G est un groupe discret denombrable agissant proprement 
et librement sur M, le quotient X = G\M est une variete compacte. On est done 

en presence d'une fibration principale M — > X. Notons que pour les actions libres 
le support de la fonction lim^jo chn(\/t-D) est restreint aux points g G U G^~^^ 
dont le produit de concatenation est g = 1. Pour extraire I'information du caractere 
de Chern ch(fi{Q)), il suffit done de I'evaluer sur la cohomologie cyclique localisee 
en I'unite, autrement dit la cohomologie de groupe. Soit v G Z"(G;C) un cocycle 
de groupe a croissance polynomiale relativement a une distance sur G, et soit (fy le 
n-cocycle cyclique sur I'algebre du groupe Cc{G) qui lui est associe ([l3]). En choi- 
sissant une completion admissible =^ au moyen de la distance et d'un parametre a 
suffisamment eleve, ^p^ s'etend en un n-cocycle cyclique continu sur Son couplage 
avec le caractere de Chern ch„(e) G 17* (M) donne une forme differentielle a 
support compact 

{ify , c\in{e)) G ni{M) , 

dont I'image directe par la projection etale M — > X est une forme differentielle 
fermee. On calcule que sa classe de cohomologie dans H*{X) coincide avec I'image 
reciproque de la classe de cohomologie de groupe v G H'^{G) = H'^{BG) sous 
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I'application classifiante f : X ^ BG. Tout operateur de Dirac generalise operant 
sur les sections d'un module de Clifford E ^ X peut se relever en une classe de 
X-homologie [Q] G Kf{M), et la formule de localisation donne 

, ch(/x(Q))) = — i-- I A{X)ch{E/S)r{v) (2.20) 

avec d la dimension de X. Ici le genre A{X) et le caractere de Chern cli(£'/S') 
sont des classes de cohomologie sur X. On retrouve ainsi le theoreme de Connes et 
Moscovici pour les G-recouvrements [T3] . 
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On etablit dans ce chapitre la compatibilite entre le caractere de Chern bivariant 
construit dans le chapitre [J et les morphismes d'image directe en X-theorie. A 
cette fin il est necessaire de se restreindre a la categoric des m-algebres de Frechet. 
Pour de telles algebres on distingue deux types d'invariants. D'un cote la K-theorie 
topologique [H] et I'homologie cyclique periodique sont des invariants primaires, 
c'est-a-dire stables sous homotopie et verifiant la periodicite de Bott. Elles por- 
tent une information de nature essentiellement topologique. D'un autre cote, les 
filtrations naturelles du complexe cyclique permettent de definir la X-theorie mul- 
tiplicative [291 EQ] et les versions instables de I'homologie cyclique. Ce sont des 
invariants secondaires qui portent une information plus fine de nature geometrique. 
La relation entre invariants primaires et secondaires se fait au moyen de suites ex- 
actes longues. 

Le theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch formule dans [l5] donne une version 
precisee du theoreme de I'indice. En effet on montre qu'un quasihomomorphisme p- 
sommable entre deux m-algebres de Frechet et ^ induit des morphismes d'image 
directe simultanement pour les invariants primaires et secondaires, et leur compat- 
ibilite s'exprime au moyen d'un diagramme commutatif reliant les suites exactes 
longues. Comme on travaille ici avec les versions filtrees de I'homologie cyclique, le 
caractere de Chern du quasihomomorphisme est interprete comme une classe dans 
la cohomologie cyclique bivariante non-periodique HC*{£/,^) au lieu de la coho- 
mologie cyclique bivariante entiere. Cela permet d'exploiter au mieux I'information 
portee par les invariants secondaires. Mentionnons que les morphismes d'images di- 
recte en i^-theorie multiplicative fournissent un analogue non-commutatif des mor- 
phismes d'image directe en cohomologie de Deligne. Ces elements sont exposes en 
detail dans Particle 

[45j D. Perrot: Secondary invariants for Frechet algebras and quasihomomorphisms, 
Documenta Math. 13 (2008) 275-363. 

3.1 Invariants primaires et secondaires 

Soit £/ une m-algebre de Frechet. Sa topologie est engendree par une famille 
denombrable de semi-normes q verifiant la propriete de sous-multiplicativite 



On pent aussi representer £/ comme limite projective d'une suite d'algebres de 
Banach. Phillips definit dans ^48j la i^T-theorie topologique des m-algebres de Frechet 



q{ab) < q{a)q{b) 



y a,b£ £/ . 
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par analogie avec la iT-theorie topologique des algebres de Banach. L'algebre .J^ des 
operateurs compacts lisses est une m-algebre de Prechet, ainsi que le produit tensoriel 
projectif complete . Soit {^,yif®s^y^ son unitarisation, et po £ M2{_Jif®SSy^ 

la matrice idempotente po = ( o o ) • Les groupes de K-theorie topologique en degre 
pair et impair sont definis par 

-K'g°''(=2/) = {classes d'homotopie differentiable d'idempotents e G M^^^ ®£^^^ 

tels que e -po G M2{J€®s^) } 
K'^^^^.s^) = {classes d'homotopie differentiable d'inversibles u G (J^(§i^)"'" 

tels que u — 1 G J(f®£^ } 

Soit C°°(0, 1) l'algebre de Frechet des fonctions lisses sur I'intervalle, qui s'annulent 
aux extremites ainsi que toutes leurs derivees. La suspension lisse de est le 
produit tensoriel projectif Ss^ = ^(giC°°(0, 1). Alors la iC-theorie topologique 
verifie la periodicite de Bott i^o°P(5i^) ^ kI°^{^) et ^ K'o°^{£^). On 

peut done par commodite introduire les groupes K^'^{.s/) en tout degre n G Z par 

[ (-f* j n impair 

En relation avec la tlieorie de I'indice non-commutative on est souvent amene a con- 
siderer la ii'-theorie du produit tensoriel projectif J'®s^ ^ ou J' est une m-algebre de 
Frechet p-sommable (p entier), typiquement une classe de Schatten . En utilisant 
un cocycle cyclique bivariant associe a la trace sur la puissance p-ieme de nous 
avons construit dans [IS] un caractere de Chern 

K'-^^^J^s^) HPn{£/) (3.2) 

a valeurs dans I'homologie cyclique periodique de £/. Rappelons que HPn{£^) est 
I'homologie en degre n mod 2 du (6-|--B)-complexe des formes differentielles complete 
en prenant le produit direct Oi/ = Y\.k>o^^'^- maniere equivalente [21], pour 
toute extension quasi-libre de m-algebres de Frechet 0— > ^^i^— >0 
I'homologie cyclique periodique de £^ est calculee par le X-complexe de pro-algebre 

oil est la completion ^-adique de M. Tout comme la K-theorie topologique, 
I'homologie cyclique periodique verifie I'isomorphisme HPn+2{-^) — HPn{^) par 
construction. De plus, les groupes K'^^{^(t>s^) et HPn{s^) sont stables sous ho- 
motopie differentiable et definissent les invariants primaires de . 

Les invariants secondaires de a/ sont un melange de ii'-theorie topologique et des 
versions instables de I'homologie cyclique. Ces dernieres sont definies a partir des 
filtrations naturelles du complexe cyclique par le degre des formes differentielles 
[9], ou de maniere equivalente a partir de la filtration ^-adique sur X{M). En 
particulier I'homologie cyclique non-periodique de Connes HCn{£^) est calculee par 
un complexe quotient, et sa relation avec I'homologie cyclique periodique s'inscrit 
dans une suite exacte longue de type SBI (voir [45j) 

. . . ^ HPn+l{^) ^ HCn-li-S/) ^ HNni-S/) -U H Pni-S/) ^ . . . 

oil HNn{^) est I'homologie cyclique negative de £/. Rappelons que HCni-s/) = 
pour n < et par consequent HNn{s^^) = HPn{£/) pour n < 0. A I'aide de la 
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filtration du complexe cyclique de on pent alors fabriquer une version secondaire 
de la JC-theorie. En s'inspirant du travail de Karoubi |291l30j nous avons defini dans 
[15], pour toute algebre p-sommable J' ^ des groupes de i^-theorie multiplicative 
MK:^ [s/)^ n G Z, qui s'inserent dans une suite exacte longue 

Pour n pair, toute classe dans MK'^{s^) est representee par un couple (6,6*) avec 
e un idempotent qui definit une classe [e] G K^^^{J®s^), et 6 une chaine cy- 
clique qui transgresse le caractere de Chern de e dans I'homologie de de Rham non- 
commutative HDn-2{-^) (voir [45]). Pour n impair, toute classe dans MK'^ {s^) 
est representee par un couple {u, 9) avec u un inversible et 6 une chaine cyclique mu- 
nis de proprietes analogues. Lorsque n < la suite exacte implique I'isomorphisme 
MK'^{j^) ^ K*°P(^®^), tandis que les invariants secondaires proprement dits 
n'apparaissent que pour n > 0. Mentionnons que la if-theorie multiplicative est in- 
timement reliee a la if-theorie algebrique superieure [M] • H existe aussi un caractere 
de Chern negatif 

MK;f (^) ^ HNn{s^) (3.3) 

qui releve le caractere de Chern en i^-theorie topologique ()3.2p . Plus precisement 
on a le resultat suivant. 

Proposition 3.1.1 ( [45j ) Soit £/ une m- algebre de Frechet. Pour toute m-algebre 
de Frechet p-sommable , les caracteres de Chern en K-theorie topologique et mul- 
tiplicative induisent une transformation entre les suites exactes longues 

K'^IM®^) HCn-i{i^) — MK^{s^) i^*°P(j^®^) 

(3.4) 

ou B est V application de bord —^/2niB. ■ 

Dans le cas ou = C est I'algebre 1-sommable des nombres complexes, on ecrira 
simplement MK'^{£^) = MKn{j^). Pour une algebre de Banach on retrouve 
ainsi la X-theorie multiplicative de Karoubi |291 [30] . 

Exemple 3.1.2 Prenons £/ = C et ^ = une classe de Schatten sur un espace 
de Hilbert separable. La K-theorie topologique de y est connue: Ko°''(=^) = Z et 
Kl°^{y) = 0. La suite exacte longue implique done 

{Z n < pair 
C^' n > impair 
autrement 

La X-theorie multiplicative de C en degre n > impair est le receptacle naturel des 
morphismes regulateurs, voir P exemple 13.3.31 et la fin du chapitreHl 

Exemple 3.1.3 Lorsque = C°°{M) est I'algebre commutative des fonctions 
lisses sur une variete compacte M, la X-theorie multiplicative MKn{^) a des pro- 
prietes analogues a la cohomologie de Deligne de M. Pour tout demi-entier q notons 
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Z((;) le sous-groupe additif (27ri)'^Z C C. Par definition, le groupe de cohomologie de 
Deligne H^{M;'Z{n/2)) est I'hyperhomologie en degre n du complexe de faisceaux 



— > Z(n/2) — >[f 



n-l 







avec le faisceau constant Z(n/2) situe en degre et le faisceau des fc-formes 
difFerentielles sur M situe en degre A: + 1 . De ce complexe on extrait immediatement 
un morphisme horizontal de la cohomologie de Deligne -ff^(M; Z(n/2)) vers la 
cohomologie de Cech H'^{Q]'L{n/2)), et un morphisme vertical vers les n-formes 
differentielles fermees Z^j^(M), qui coincident en cohomologie de de Rham: 



Hl{M;'L{n/2)) 
d 

Z^RiM) — 



i?"(M;Z(n/2)) 



Z^^^{M) et H2^{M) sont inclus comme facteurs directs respectivement dans HN^ 
et HPn{s^) pour I'algebre = C°°{M). De plus, nous avons construit explicite- 
ment dans [l5] un morphisme MKn{^) H^{M]'L{n/2)) en degre n < 2 qui 
envoie le diagramme ci-dessus dans le carre commutatif extrait de ([3 



MKn 



HNn{£/) ^HPn{£/) 

Pousser la comparaison en degre n > 3 est plus delicat, car il n'y a pas d'application 
evidente de la cohomologie de Deligne vers la X-theorie multiplicative pour des 
raisons d'integralite (en d'autres termes les reseaux de cohomologie de Cech et de 
iiT-theorie topologique deviennent incompatibles). Cela montre qu'il serait plus 
interessant de comparer la X-theorie multiplicative a une version mieux adaptee 
a la X-theorie que la cohomologie de Deligne, comme par exemple les X-caracteres 
differentiels de [6]. 

3.2 Quasihomomorphismes 

Solent et ^ deux m-algebres de Frechet. Nous dirons qu'un i2/-=^-bimodule borne 
{H, p, F) de degre pair est mis sous la forme d'un quasihomomorphisme p-sommable 
s'il existe un espace de Frechet trivialement gradue L, une algebre d'operateurs p- 
sommables C End(L) et une algebre d'endomorphismes C End(L_<^) contenant 
J'®M comme ideal bilatere tels que 

avec pj^ : si S' et p^ — p^ : ^ De la meme maniere, un bimodule 

(iif, /3, D) de degre impair est un quasihomomorphisme p-sommable s'il est de la 
forme 
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avec p++,p ■ ^ (f et ,p |_ : .s/ J'®SS. Dans tous les cas on pent 

canoniquement construire a partir de S et son ideal ^®SS une sous-algebre Z2- 
graduee S'^ > J"^(^^^ des endomorphismes de Hgg qui prend automatiquement en 
compte les conditions imposees sur I'expression matricielle de p, voir j45j. Comme 
I'operateur F est mis sous une forme canonique, toute reference a I'espace H devient 
inutile et il suffit de ne retenir que I'homomorphisme 

p:s/^S'^ J'®m , (3.5) 

dont I'image est contenue dans la sous-algebre paire de Plus generalement nous 
definissons dans [iSj un quasihomomorphisme p-sommable de vers ^ comme la 
donnee d'une m-algebre de Frechet trivialement graduee abstraite > avec 
une m-algebre de Frechet p-sommable, et d'un homomorphisme continu de la 
forme (13. Sh . L'operateur F mis sous la forme matricielle ci-dessus agit alors comme 
multiplicateur de degre impair sur S'^ . 

Pour construire le caractere de Chern d'un quasihomomorphisme p-sommable 
p : S"^ \> ^^^SS dans la cohomologie cyclique bivariante HC*{s/ , SS\ il suffit 

de reprendre les formules etablies pour les bimodules bornes de la section 11.31 et de 
controler leurs proprietes adiques [35]. Comme auparavant il s'agit de relever p en 
un quasihomomorphisme entre des extensions universelles de et ^\ il est done 
necessaire d'imposer une condition d'admissibilite analogue a ll.3.1[ 

Definition 3.2.1 (|45|) L'algebre S\>.J^(^()^ est admissible relativement a une ex- 
tension 0— > ^ ^ ^ ^ SS ^ ^ s'il existe deux m-algehres de Frechet > 
et .jY > J^g) ^ telles que n J'®!^ = 'pour toute puissance n > 1, ainsi 

qu'un diagramme d' extensions 

^S' *-0 











Exemple 3.2.2 Ici encore I'archetype d'algebre admissible est donne par un produit 
tensoriel S = End(L)<8),^ avec L espace de Hilbert trivialement gradue et = P{V). 
II suffit alors de prendre ^ = End(L)(gi^ et ^ = End(L)c|) ^ . Bien entendu 
il existe d'autres exemples importants d'algebres admissibles qui ne peuvent pas 
s'ecrire comme produit tensoriel. 

On construit ensuite les algebres Z2-graduees associees ^^t'J'^®^ et J^^t- J"^® ^ 
en tenant compte de la parite z G Z2 du quasihomomorphisme. La propriete uni- 
verselle de l'algebre tensorielle Ts^ 



0- 



0- 



p* 



p* 







•0 



donne un relevement p^, : Ts^ i> qui envoie I'ideal Js^ sur .JV^ . On 

obtient ainsi un quasihomomorphisme p-sommable pour les completions adiques de 
Ti?/, et M par rapport a leurs ideaux Ji/, .JV^ et ^ : 



p* : Ts^ 



(3.6) 
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Fixons maintenant un entier n > p de parite i mod 2. Soit ^ Hom(Qri2/, X{M)) 
I'application lineaire dont les deux composantes non nulles Xo • ^""T^/ — > =^ et 
Xi : 0"+^f ^ ^ J^^^i, definies par ([02]) 

p(l _|_ 

Xo (Xodxi . . . dXn) = (-)" f^^^^Y ^ ^'-'^^ Ti^XiO) [F, Xx(l)] ■■■[F, Xx(n)]) , 



n+1 



Xi(xodxi . . .dx„+i) = (-)"^ — —^y2T\\{xo[F,xi]...dxi...[F,Xn+i]) , 

(n + Ij! 



(3.7) 



avec r la supertrace sur la n-ieme puissance de . On salt que x" est un morphisme 
du (6 + S)-complexe des formes differentielles sur T^/ vers le X-complexe de 
Sa composee par I'equivalence de Goodwillie 7 : X{T^) VtTs^ definit alors un 
cocycle cyclique bivariant de degre n lorsque ^ est quasi-libre: 

Proposition 3.2.3 ( [45] ) Soit p : S'^ \> ^^(^l^ un quasihomomorphisme p- 

sommable de parite i £ Z2, admissible relativement a une extension quasi-libre — > 
^ ^ — > — > 0, et soit n > p un entier, n = i mod 2. Alors le caractere de 
Chern du quasihomomorphisme defini par la composition 

ch"(p) : X{f^) -U nf^ ^ X{^) (3.8) 

est une classe de cohomologie cyclique bivariante cli"(p) E HC^^^/ , ,'^) de degre n. 
Les caracteres de Chern de degres successifs sont relies par V operation de suspension 
S en cohomologie cyclique bivriante 

ch"+2(p) = 5ch"(p) G i/C7"+2(^,^) , (3.9) 

et ainsi definissent tous la meme classe de cohomologie cyclique bivariante periodique 
ch{p) e HP'{£/,^). m 

C'est done le representant cli^{p) de degre n minimal qui vehicule le maximum 
d'informations sur le quasihomomorphisme. Les proprietes interessantes du car- 
actere de Chern bivariant concernent sa stabilite par rapport aux deux relations 
d'equivalences possibles [45j. Rappelons que ^[0,1] designe le produit tensoriel 
projectif =^(8'C°°[0, 1]. C'est aussi I'algebre des fonctions lisses sur [0,1] a valeurs 
dans ^ et dont toutes les derivees d'ordre > 1 s'annulent aux extremites. On dit 
que deux quasihomomorphismes po : £/ ^ S^\>.J''^®!!^ et pi : ^ S^X>J'^®SS sont 

homotopes s'il existe un quasihomomorphisme p : .s^ ^ (#[0, lY > J^^fSi^[0, 1] dont 
revaluation aux extremites du segment donne respectivement po et pi; 

conjugues s'il existe un element inversible de degre pair U £ i^'^)^ tel que pi = 
U^^PqU en tant qu'homomorphisme — > S''^. 

Apres stabilisation par des matrices la relation de conjugaison est strictement plus 
forte que la relation d'homotopie. On montre dans [45j que deux quasihomomor- 
phismes conjugues definissent le meme caractere de Chern dans HC^(£if , ^) pour 
toute valeur de n > p, alors que les caracteres de Chern de deux quasihomomor- 
phismes homotopes ne coincident qu'apres stabilisation par I'operation S. On pent 
resumer ces proprietes dans le corollaire suivant. 
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CoroUaire 3.2.4 ([45j) Soit p : £/ (^'^ > ^^(^SS un quasihomomorphisme p- 
sommable de parite i £ TL^, admissible relativement d une extension quasi-libre de 
. Supposons p = i mod 2. Alors le caractere de Chern de degre minimal ch^(p) S 
HCP{^, induit une transformation entre les suites exactes SBI 



invariante sous conjugaison du quasihomomorphisme. De plus la fleche en homologie 
cyclique periodique HPn{£/) HPn-d{^) est invariante sous homotopie. m 

Remarque 3.2.5 Le resultat ci-dessus reste inchange si I'on suppose le quasihomo- 
morphisme seulement {p + l)-sommable, avec toujours p = i mod 2. 



3.3 Grothendieck-Riemann-Roch 

Nous pouvons maintenant enoncer le resultat principal de ce chapitre, a savoir qu'un 
quasihomomorphisme p-sommable admissible induit des morphismes d'image directe 
pour les invariants primaires et secondaires. Une m-algebre de Frechet p-sommable 
^ est multiplicative s'il existe un homomorphisme continu (produit externe) 

M : ^0J^ J 

compatible avec la trace ([45J). Deux produits externes Kl et Kl' sont equivalents 
s'il existe un multiplicateur inversible U sur qui conjugue ces deux produits. 
L'exemple type d'algebre p-sommable multiplicative est I'ideal de Schatten = 
ff'{L) sur un espace de Hilbert separable de dimension infinie trivialement gradue, 
le produit externe etant induit par I'identification du produit tensoriel d'espaces de 
Hilbert L(^2 L avec L a un isomorphisme unitaire pres [17j . 

Solent maintenant £/ , ^ deux m-algebres de Frechet et p : =2/ ^ S'^ J''^®!!^ 
un quasihomomorphisme p-sommable de parite i £ I12, avec p = i mod 2. Si ^ 
est multiplicative alors p induit un morphisme d'image directe sur la iC-theorie 
topologique 

PI : i^*°P(^®i^) ^ Vn G Z , (3.10) 

comme en theorie de Kasparov. Par periodicite de Bott il suffit en effet de definir 
cette application pour n impair seulement. Supposons d'abord que i = 0. Le 
quasihomomorphisme est alors decrit par un couple d'homomorphismes {p+,p-) : 
£/ ^ S" qui coincident modulo I'ideal Pour tout inversible u G {^J(f®J'®s^)'^ 

representant une classe dans K^^^ I'element 

p\{u) = p+{u)p-{uy^ e (^®=y0J^®^)+ 

est un inversible representant une classe dans KfP(J^®=!^) apres usage du produit 
externe Kl : .^®J' — > J^. Supposons maintenant que i = 1. Le quasihomomorphisme 
est alors decrit par un homomorphisme p : =2/ ^ ( ^^r^^ -^^^ ^ . goit po I'idempotent 
(q []). Pour tout inversible u G (^(8)^^(1)^2/)+, I'element 

= p{uY^pQp(u) G M2{X®J®J®SBY 
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apres usage du produit 



est un idempotent representant une classe dans Kq°'^{ 
externe, d'ou I'application (j3.10p . 

Si de plus le quasihomomorphisme est admissible relativement a une extension quasi- 
libre de on salt d'apres le corollaire 13.2.41 que le caractere de Chern de degre 
minimal ch^(p) G HC^{£/ , ^3^) induit un morphisme 



chP{p) : HCr. 



Vn G 



(3.11) 



En combinant (jS.lOp et (jS.lip on pent aussi construire des images directes en K- 
theorie multiplicative. Le theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch demontre dans 
[35] exprime la compatibilite entre tons ces morphismes et les suites exactes longues 
reliant iT-theorie et homologie cyclique: 

Theoreme 3.3.1 ([45]) Soit une algebre p-sommable et multiplicative, et p : 
^ S'^ \> ^"^SS un quasihomomorphisme de parite i G Z2 admissible relative- 
ment d une extension quasi-libre de SS. Supposons p = i mod 2. Alors p induit 
un morphisme d'image directe p\ : MK^{s/) MK;f_p{^) qui s'insere dans un 
diagramme gradue-commutatif 



MK. 



HCn- 



pi 



(3.12) 



MK. 



n—p\ 



T^tOp 

n—p 



Les fleches verticales sent invariantes sous conjugaison de p; la fleche en K-theorie 
topologique est aussi invariante sous homotopie. De plus i3.12\) est compatible avec 
le diagramme du corollaire 3.2.4\ (avec B multiplie par un facteur —\p2/Ki) en prenant 



les caracteres de Chern MK:^ HNn et Kn^{J'® . ) HPn- m 

Remarque 3.3.2 Dans le cas pair i = 0,le resultat reste inchange si le quasihomo- 
morphisme est seulement {p + l)-sommable avec toujours p = i mod 2. Par contre 
dans le cas impair i = 1 on doit garder la condition de p-sommabilite. 

La demonstration est une verification purement calculatoire de la commutativite 
du diagramme (I3.12p . utilisant les formules explicites pour ch^{p). A la lumiere de 
I'exemple 13.1.31 le morphisme en X-theorie multiplicative pent se voir comme une 
version non-commutative de I'operation "integration des classes de cohomologie de 
Deligne le long des fibres d'une submersion" , I'entier p correspondant a la dimension 
des fibres. Les caracteres de Chern periodique et negatif ne sont pas representes dans 
le diagramme (|3.12p . En fait la compatibilite entre le corollaire 13.2.41 et le theoreme 
ci-dessus s'exprime au moyen de diagrammes cubiques, par exemple 



top 



MK, 



HN, 




MK^ ( 
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Le carre en arriere-plan decrit la partie purement topologique, c'est-a-dire invariante 
d'homotopie, du theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch. Le carre en avant-plan 
releve done cette situation au niveau des invariants secondaires. 

Exemple 3.3.3 Soit S = End(L) I'algebre de Banach des endomorphismes bornes 
sur un espace de Hilbert trivialement gradue L, et soit J' = P'{L) I'ideal de Schatten 
des operateurs p-sommables. Lorsque est quelconque et ^ = C, un quasihomo- 
morphisme p : S^t- J^^ est un module de Fredholm p-sommable sur =2/ [9j. En 

choisissant n = p -|- 1 le diagramme (|3.12p se reduit a 



0- 



HCr 



chP(p) 



P! 



■0 



Le morphisme en i^-theorie topologique K^^{J^®.s/) Z correspond a la fleche 
d'indice, tandis qu'en ET-theorie multiplicative MK'^j^^{s^) est un regulateur. 

Un morphisme analogue a ete introduit par Connes et Karoubi dans le contexte de 
la i^-theorie algebrique [12]. Le theoreme 13. 3. ll permet done de generaliser la notion 
de regulateur a des algebres cibles ^ quelconques. Dans cette optique il serait 
interessant de chercher a fabriquer des analogues non-commutatifs de la torsion 
analytique superieure associee a une submersion [7j. 

Exemple 3.3.4 Soit £/ une m-algebre de Frechet munie d'une trace continue r : 
£/ ^ C Regardons S = = si comme une algebre 1-sommable et posons =^ = C. 
Le quasihomomorphisme p : .si ^ s/^ i> s/^^C de degre pair defini par pj^ = id 
et p_ = est done 1-sommable et donne un diagramme commutatif dont les lignes 
sont exactes: 



MKf{C) 



top 



Par ailleurs il existe un morphisme naturel du groupe GLao{£/) des matrices in- 
versibles vers la i^-theorie multiplicative MKi{£/), qui envoie une matrice u sur le 
couple {u, 0). En composant par p\ on obtient done un morphisme de groupes 



Det^ : GLoo{s^) ^ MKf{C) 



qui se factorise a travers la ii'-theorie algebrique (s/). Designons maintenant 
par GL'^{^) le noyau du morphisme GLoq{^) Kf'^ls/) (ce sont moralement 
les matrices inversibles homotopes a I'unite). Alors I'image de I'application Det,- : 
GLJ^(^) MKf{C) est incluse dans le sous-groupe C/t^:Kq"'^{£/), et Ton retrouve 
ainsi le determinant introduit par de la Harpe et Skandalis pour les algebres de 
Banach [22]. 
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Chapter 4 

Formule locale d'anomalie 



On explique ici la maniere obtenir des formules locales pour le caractere de Chern 
d'un quasihomomorphisme, par un precede de renormalisation. Le role central est 
joue par la cochaine eta renormalisee, introduite comme serie formelle (non conver- 
gente) dans le complexe cyclique bivariant. Son bord est toujours une somme finie 
de termes locaux qui represente le caractere de Chern, quelle que soit la renormali- 
sation choisie. Par exemple, en presence d'un operateur de Dirac la renormalisation 
par fonction zeta donne une formule de residus qui generalise celle de Connes et 
Moscovici [15j au cas bivariant. D'autres renormalisations sont bien entendu pos- 
sibles, y compris sans operateur de Dirac (voir le chapitre suivant), le choix opti- 
mal etant dicte par la situation geometrique a laquelle on est confronte. L'idee de 
representer une classe de cohomologie en prenant le bord d'une serie formelle renor- 
malisee s'inspire des anomalies chirales en theorie quantique des champs. En fait on 
montre que toute formule locale de I'indice pent se reduire a un calcul d'anomalie. 
Le materiel expose dans ce chapitre est tire des articles 

|44j D. Perrot: Anomalies and noncommutative index theory, cours donne a Villa de 
Leyva, Colombie (2005), S. Paycha and B. Uribe ed., Contemp. Math. 434 (2007) 
125-160. 

[46j D. Perrot: Quasihomomorphisms and the residue Chern character, preprint 
larXiv:0804.l'048l 

Dans le cas de triplets spectraux, nous avions initialement obtenu la relation 
entre theoreme de I'indice et anomalie chirale (corollaire I4.3.2P en these de doctorat 
suivant une approche differente. La demonstration n'etait pas directement reliee a 
la renormalisation mais reposait sur des considerations geometriques dans I'espace 
des potentiels de jauge, analogues a I'approche d'Atiyah et Singer [3l [M]. On ne 
decrira pas ici ce travail publie dans 

|38j D. Perrot: BRS cohomology and the Chern character in non-commutative ge- 
ometry, Lett. Math. Phys. 50 (1999) 135-144. 

[40] D. Perrot: On the topological interpretation of gravitational anomalies, J. 
Geom. Phys. 39 (2001) 81-95. 
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4.1 Le principe 

La strategie utilisee pour construire des representants locaux du caractere de Chern 
d'un quasihomomorphisme p : — > (^'^ t> J'^^SS est basee sur une formule de 
transgression [l6]. Dans tout ce qui suit on considere que le quasihomomorphisme 
est (p + l)-sommable et de parite z = p mod 2. D'apres la proposition 13.2.31 on sait 
que la caractere de Chern est represente, en tout degre n > p, n = i mod 2, par les 
classes ch"(p) S HC"'{£/ , ^) definies au moyen d'une composition de morphismes 

ch"(/)) : x{f^) nf^ ^ X{^) 

avec 0— > >0 une extension quasi-libre et la formule non-locale 

(13^1) . L'egalite ch"+2(p) = 5'cli"(p) dans ifC"^+2(j#, ^) provient d'une relation 
entre les cocycles de degres successifs x"" et x""*"^- Plus precisement nous avons 
introduit dans HS] une cochaine eta rf+^ £ Rom{nT£^,X{^)) pour tout n > p de 
parite i mod 2. Elle s'annule sur les espaces OJ^Ts/ pour k ^ n+1 et n+2, tandis que 
ses deux composantes non nulles 7?^+^ : 17"+if ^ ^ et r/7+^ : QJ^+'^fs^ Q}^^ 
sont definies par les formules 

r(n + 1) 1 / 

r/^+^(xodxi...dx„+i) = — - -t(Fxo[F,xi] . . . [F,x„+i] + 

(n + 2j! 2 V 

71+1 

i=l 



^+^(xoda;i...dx„+2) = (4.1) 

r(H _|_ 1) "+2 2 / 

T^^PW 2 (('^°^ + (n + 3 - z)Fxo) [F, xi] . . . dx, . . . [F, x„+ 

1=1 

Un calcul direct montre la relation de transgression — x"^^ = [d, ?7"^^] dans le 
complexe Hovii{VlTs^ ,X On en deduit le resultat suivant. 

Proposition 4.1.1 ( [45j ) Soit p : si ^ ]> J'^^SS un quasihomomorphisme {p-\- 
l)-sommahle de parite i = p mod 2, admissible relativement a une extension quasi- 
libre de ^ , et soit un entier n > p, n = i mod 2. Alors la cochaine definie par la 
composee 

9h"+^(p) : X{f£/)^nf£/^X{^) (4.2) 

verifie la relation de transgression ch"(p) — ch"^^(/9) = [9, 9h"^^(p)] dans le complexe 
Hom(X(f^/),X(=^)). ■ 



Pour n < p la cochaine 7^+^ n'existe pas car le produit des commutateurs [F, x] 
n'appartient pas au domaine de la supertrace r. Supposons cependant que Ton 
parvienne a etendre le domaine de r par une methode quelconque, quitte a perdre 
ses proprietes de supertrace. Par exemple, on pent introduire artificiellement un 
operateur regularisant dans les formules (j4.ip . On definit ainsi les composantes de 
la cochaine eta renormalisee 'ff^^ G llom.{ftT^ , X{^)) en tout degre n < p de 
parite i mod 2. Nous avons introduit dans [46j la serie 

rt<p n>p 
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vue comme application lineaire de la somme directe QT^/ = Q'^Ts^ vers X{M). 
Elle ne peut pas s'etendre en une cochaine sur le produit direct QTs^ = Y\n ^^Ts^ 
puisque ses composantes rf"^^ ne s'annulent pas pour n suffisamment grand. Selon 
la terminologie de Higson [25] r/^ est done une cochaine impropre. La relation 
de transgression ~ x"^^ = [9, r/"^^] valide pour n > p montre que son bord 
XR = ["9)^]) bien defini dans le Hom-complexe Ilom(QT £/ , X (M)) , a seulement 
un nombre fini de composantes non nulles et s'etend en un cocycle generalement 
non-trivial dans Hom(ilTi2/, Par exemple dans le cas pair i = on obtient 

graphiquement 

m= Vr + Vr ■■■ + V^R^ + + + ••• 

[^'4 / \ / \ ^\/\/\ 

+ xl + ■■■ x'r^ + xl + + . . . 

(4.4) 

oil en chaque degre n pair la cochaine possede deux composantes non nulles 
Xro : ^"^Ts^ ^ ^ et Xri ■ ^ Le point crucial est le lemme 

suivant, dont la demonstration est immediate. 

Lemme 4.1.2 ( |46| ) Pour tout choix de cochaine eta renormalisee, le bord XR = 
[d,rjfi] est un cocycle cohomologue d dans le complexe Hom(ilTi2/, X(^)) pour 
tout n > p, n = i mod 2. Par consequent la composee 

chR{p) : X{f£/) ^ nfs^ ^ X{^) (4.5) 

represente le caractere de Chern du quasihomomorphisme en cohomologie cyclique 
bivariante periodique ch.{p) £ HP'^{£/,^). m 

Dans certaines circonstances (voir le theoreme I4.2.3P on peut aussi controler fine- 
ment les proprietes adiques de ch/j(p) et determiner sa classe de cohomologie cy- 
clique dans HC^{^ ,^), n = i mod 2, qui depend a priori de la renormalisation 
choisie contrairement a son image dans HP^{s^ , On appellera le cocycle XR une 
anomalie car il est obtenu comme bord de la serie renormalisee ()4.3p et generalise 
un phenomene bien connu en theorie quantique des champs [H]. Pour cette raison 
ch/;(/3) est automatiquement donne par une formule locale. 

Remarque 4.1.3 En pratique il arrive souvent que le procede de renormalisation 
ne soit defini que sur une sous-algebre dense s/q G £/. Le caractere de Chern 
renormalise ch/j(/3) est alors dans la cohomologie cyclique bivariante i?P*(j2^,^). 
On doit en tenir compte dans la formulation de theoremes de I'indice locaux. 

Le lien precis avec la theorie quantique des champs apparait dans la situation 
suivante. Soit p : £/ S"^ > .^'^(^SS un quasihomomorphisme (p + l)-sommable 
de parite z = 0. Le theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch 13.3.11 restreint aux 
invariants primaires implique la commutativite du diagramme 

jGZ2 (4.6) 

' ch(p) ' 

et Ton se donne comme objectif de fournir une formule explicite pour I'application 
diagonale A. Ainsi la donnee d'une classe de cohomologie cyclique sur ^ per met 
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de construire un invariant de la X-theorie topologique de si . C'est generalement 
sous cette forme que sont enonces les theoremes de I'indice superieurs (voir par 
exemple [T3], ou le chapitre [2]) . Par periodicite de Bott, on pent toujours se ramener 
aux groupes de i^-theorie impairs (j = 1). Done si u S ^rJ'^s^Y^ est un element 
inversible representant une classe {u\ G son image par la diagonale est 

representee par le cycle impair du X-complexe associe a une extension quasi-libre 
0— > >^^^^0(le facteur \p2/Ki est necessaire pour assurer la compatibilite 
avec la periodicite de Bott) 

A(u) = V2^cli/j(/j) • cli(u) G J^^^^ , (4.7) 

pour n'importe quel choix de renormalisation de la cochaine eta, avec ch/j(/3) = 
[9, r7_R]7. A I'aide des transgressions ^^^^{p) = rjii~^^lj pent done eerire (j4.7p 
eomme I'image d'une serie formelle (non convergente) dans ^ sous I'application de 
bord [\d:^^ Qi^^ 

oo 

A{u) = V2^i\\dJ2^R^\p)-Mu) , 

n=0 

a condition d'organiser la compensation d'une infinite de termes de la meme maniere 
que dans le schema (j4.4p . Nous avons montre dans 06] comment proceder, en 
interpretant la serie formelle comme developpement en puissances d'un potentiel 
de jauge. Sa representation graphique reproduit exactement le developpement en 
graphes de Feynman d'une theorie de jauge non-commutative, tandis que A{u) est 
I'anomalie chirale associee a la transformation de jauge u. Avant de decrire ce calcul 
plus en detail voyons un exemple pratique de renormalisation par fonction zeta. 



4.2 Renormalisation zeta 

Afin d'illustrer la "localite" du cycle XR = [djtjR], on developpe ici un calcul pseu- 
dodifferentiel abstrait construit sur un operateur de Dirac [46j. Le resultat obtenu 
en termes de residus de fonctions zeta est une generalisation bivariante de la formule 
locale de Connes et Moscovici pour le caractere de Chern des triplets spectraux [TS]. 

Soient ^ et ^ deux m-algebres de Frechet et soit {H,p,F) un i2/-^-bimodule 
borne mis sous la forme d'un quasihomomorphisme, avec H espace de Hilbert Z2- 
gradue. On se donne en plus un endomorphisme non borne \D\ de degre pair sur 
et commutant avec F. Afin de developper un calcul pseudodifferentiel adapte 
a la situation bivariante, on suppose en plus la donnee d'une algebre de symboles 
abstraits ([46]). definie comme limite inductive 

^ = lim ^„ , (4.8) 

OU les sont des espaces de Frechet Z2-gradues avec injections continues 
pour a < (3, verifiant les proprietes suivantes: 

• Chaque est un espace d'operateurs non-bornes sur H pour a > 0, bornes 
pour a < 0, et F G ^o- 

• ^ est une algebre filtree avec unite, c'est-a-dire munie d'un produit associatif 
continu x ^a+fS et 1 G ^q. En particulier est une algebre de 
Frechet pout a < 0. 
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• L' homomorphisme p : jz/ — > End(i^^) se factorise a travers le produit tensoriel 
projectif B^q®^. 

• Le commutateur [F, p(a)] est dans I'ideal ^^-i®^ C =^0®=^ pour tout a G £^ . 

• IZ?! E et son spectre en tant qu'element de I'algebre ^0^+ = 
lim^ ^a®^^ est contenu dans un intervalle reel [e, +cxd), e > 0. 

• Pour A G C hors du spectre la resolvante (A — est dans et 
I'application A (A — est une fonction holomorphe et bornee sur tout 
demi-plan Re (A) < e' < e disjoint du spectre de \D\. 

On notera brievement (H, p, F,\D\) un tel bimodule muni d'une algebre de sym- 
boles abstraits. Dans les exemples pratiques ^ est realisee comme une algebre 
d'operateurs bornes entre espaces de Sobolev [36]; I'utilisation du mot "symbole" 
est done largement arbitraire puisqu'il ne s'agit pas necessairement de symboles 
d'operateurs pseudodifFerentiels. D'autre part, le fait d'imposer que p{£^) et \D\ 
font partie d'une algebre produit tensoriel ^0=^+ est commode mais evidemment 
restrictif. II est certainement possible de considerer des algebres plus larges a condi- 
tion d'adapter la discussion ci-dessous. Fixons maintenant une extension ^ ^ — > 
— > — > de m-algebres de Frechet, avec ^ la completion ^-adique de Alors 
|-D| se releve en un operateur \D\ €z ^ et sa resolvante est bien definie: 

{\-\b\)-^ £ &>-x®^^ ■ (4.9) 

De meme p se releve en un homomorphisme p^, : Tsaf — > ^o^^. Les puissances 
complexes \D\^ G ^Re{z)'^^^ sont alors obtenues par une integrale de contour 
[46] . On veut ensuite controler les commutateurs emboites de l^l et de I'operateur 
de Dirac D = F\D\ avec I'image de dans S^®^. Introduisons a cette fin la 
filtration de par les sous-espaces 

k>0 

ou est la completion ^-adique de . On a Ts^ C , J C et pour 
tout z G C, \F)Y G =^Re(2)' definition suivante est une generalisation bivariante de 
la condition de regularite introduite dans le cadre des triplets spectraux par Connes 
et Moscovici [T5] . 

Definition 4.2.1 ([46]) Un quasihomomorphisme muni d'une algebre de symboles 
abstraits est regulier relativement d V extension — > ^ — > — > =^ ^ si Zes 
puissances de la derivation 5 = [\D\, ] sur I'algebre verifient, pour tout n > 

etk>0, 

(5"(f i^) + S^[D, fj^] c + =^1 + • • • + C ^0 , 

5"((J^)^') + <5"[5,(Ji/)'=] C ^o'' + ^^f^^ + • • • + =^n^" C . 

La regularite implique que la derivation 5 ne peut augmenter le degre symbolique a 
que si elle augmente simultanement le degre adique k. En ce sens I'image de Ts^ est 
"lisse" dans II faut noter que cette condition impose de fortes contraintes sur 

le choix de I'extension M. En particulier I'algebre tensorielle ^ = est rarement 
compatible avec la regularite. 
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On peut maintenant definir I'algebre des operateurs pseudodifferentiels abstraits 
comme la sous-algebre (non complete) de ^0,^^ engendree par I'image de 
T^, I'operateur F et toutes les puissances complexes \DY , z e C. En utilisant la 
condition de regularite, on voit que tout operateur pseudodifferentiel est combinaison 
lineaire d'elements x G '^si ayant un developpement asymptotique 

Oil Ofc et bk sont dans I'algebre engendree par les derivees 5^{T£/) et 6"'[D,T^], et 
I'egalite ~ signifie que pour tout > 0, la difference x - EfcLo(«fc + bkF) \D\''-'' est 
dans ,^^e{z)-N-i- On peut alors filtrer I'algebre par les sous-espaces (^i/)^ = 
maniere analogue le bimodule des 1-formes non-commutatives Q^^^ 
est filtre par des sous-espaces (fi^^'i/)^ et Ton obtient une famille de X-complexes 

indexes par le degre symbolique a S M et le degre adique k £ N des operateurs pseu- 
dodifferentiels impliques. L'idee est que pour a suffisamment negatif, X{"^£/)^ soit 
dans le domaine de la supertrace d'operateurs sur H. On peut alors tenter de saturer 
le facteur par la supertrace et obtenir ainsi un morphisme X{^), 

compatible avec la filtration de X{M) associee aux sous-complexes ^) : 

- — * ^ - — * — - 

^ ^ tl(^ + ^ d Cela conduit a la definition suivante, qui generalise 
la notion de spectre de dimension des triplets spectraux [15j. 



Definition 4.2.2 ([46j) Un £/ -^-bimodule {H,p,F,\D\) regulier relativement a 
une extension 0^ >^^,^^0a une dimension analytique finie p gM. si la 
supertrace d'operateurs sur H definit un morphisme de complexes 

pour tout a < —p et k gN. De plus le quasihomomorphisme a un spectre de dimen- 
sion discret si pour tous operateurs pseudodifferentiels x,y G (^'j2/)g, les fonctions 
zeta 

sont holomorphes sur le demi-plan complexe Re(2:) > p et admettent un prolonge- 
ment meromorphe sur le complementaire d'un sous-ensemble discret de C 

Dans la suite on considere que le bimodule {H,p,F, \D\) est {p + l)-sommable, de 
dimension analytique p et de parite i = p mod 2. Les puissances complexes 
avec Re(2:) ^ permettent alors de construire les composantes renormalisees rj^^ '■ 
UT^/ X{^) de la cochaine eta en degres n < p de parite i. Posons 

rfn + 1) 1 / ^ 

vUH^odxi . . . dx„+i) = -^^^ 2 ^(l^r'^^o[i^, xi]... [F, xn+i] + 

n+l 

^(_)(n+i)^[i7',^.] . . . [F,Xn+i]\D\-^Fxo[F,x,] . . . 

i=l 
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T(- 4- \) 1 

^|i(xodxi . . . dx„+2) = ^^^2 ^ ^^-^"^ 

n+2 i 

V Pf ( V rllxoF[F, xi] . . . [F, x,_i]|5r^[F, x,-] . . . dx, . . . [F, Xn+2] 

i=\ j=l 
n+2 

+ ^ T^Fxo[F, xi] . . . dxi . . . [F, xj+i] . . . [F, x„+2]) , 

3=i 



ou Pf2=o est la partie finie des fonctions zeta, c'est-a-dire le terme constant dans leur 
developpement en serie de Laurent autour de 2; = 0. Lorsque n > p les fonctions 
zeta n'ont pas de pole en zero et Ton retrouve les formules donnees initialement 
pour 7/"^^. Notons que la renormalisation (j4.10p est loin d'etre unique: en effet on 
pourrait changer de position I'operateur l-D]"^ ou bien multiplier les fonctions zeta 
par une fonction h{^z) holomorphe autour de zero avec /i(0) = 1. Dans tons les cas 
les nouvelles composantes rf^^ ne changeraient que par des sommes de residus de 
fonctions zeta J46j , autrement dit des termes "locaux" . Dans un langage de theorie 
quantique des champs ces residus correspondent a des contre-termes effectuant le 
passage d'une renormalisation a une autre. Le lien precis entre theorie locale de 
I'indice non-commutative et theorie des champs sera traite dans le paragraphe suiv- 
ant. 

Supposons que I'algebre ^ est quasi-libre. D'apres le lemme [3.1.2l on salt que le bord 
de la serie = Yln<p Vr^^ + Yln>p V^^^ represente le caractere de Chern en co- 
homologie cyclique bivariante periodique ch(p) G HP*{s^,^). Nous avons montre 
dans [46] qu'il est necessairement donne par une somme de residus. De surcroit, 
la renormalisation specifique (j4.10p est judicieusement choisie de fagon a controler 
aussi sa classe de cohomologie cyclique bivariante non-periodique. 



Theoreme 4.2.3 ( [46j ) Soit {H,p,F, \D\) un -SS-himodule {p+ \)-sommahle de 
parite i = p mod 2 muni d'une algebre de symboles abstraits. On le suppose regulier 
relativement d une extension quasi-libre 0— > ^ ^ ^ ^ ^ 0, de dimension 
analytique p et de spectre de dimension discret. Alors le bord de sa cochaine eta 
renormalisee par |.^. represente le caractere de Chern en cohomologie cyclique 
bivariante non-periodique 



De plus [9, est cohomologue, dans le complexe 'Rom.[Q.Ts^ ,X{M)), au cocycle 
Xr dont les composantes Xrq '■ ^^T^ Si et Xri '■ 0,'^'^^T£/ sont definies 

en tout degre n = i mod 2 par une somme de residus 



xlio{xodxi . . . dxn) 



J2 (-)^+"c(fco,---,M Resf ^^!+^+J^ x 



ko,...,k„>0 

n 



2=0 



T{z+l) 



(fco) 

n—i+l 



i=0 
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/Viz + k + -) 

xli{xodxi...dxn+i) = V c{ko,...,kn) Res (^——-^x 

^ — z=0 \ L [Z -\- i) 

ko,...,kn>0 ^ ' 

i=0 

/ Nfe+n , NT. /r(z + A: + f + l) 

- E (-)^^"c(fco,...,fc„+i)Res( + ^ 

fc0,-,fcn + l>0 ^ ' 

n+1 

avec k = ^^ki, dx = [D,x\, x^''^^ est la ki-ieme derivee de x par rapport au com- 
mutateur [D"^, ], et la constante c{kQ, ... ,kn) est donnee par 

c{ko, knY^ = ko\... kn\{ko + l)(A:o + /ci + 2) . . . (/cq + . • • + A;„ + n + 1) . 

En consequence le cocycle ch/j = XR ° 7 represente le caractere de Chern en coho- 
mologie cyclique bivariante periodique ch{p) £ HP^{£/,I^). m 

A priori XR possede une infinite de composantes Xr nulles. Cependant apres 
projection de X{^) sur un complexe quotient X{£?/ seul un nombre fini de 
composantes survivent 06], et XR ^ Hom(r2Ti2/, donne reellement un cocycle 

cyclique bivariant periodique. Dans le cas particulier ^ = =^ = C on retrouve 
d'ailleurs la formule locale de Connes et Moscovici pour le caractere de Chern des 
triplets spectraux reguliers [H], avec = des que n > p. 

Remarque 4.2.4 La formule de residus donnee pour XR est en fait intimement liee 
au cocycle (jl.Sp construit autour du noyau de la chaleur. Plus precisement XR est 
extrait du developpement asymptotique de ce cocycle a la limite t [ 0. Pour cette 
raison le theoreme 14.2.31 permet de redemontrer la formule de localisation entrant 
dans le theoreme de I'indice equi variant du chapitre El au moins dans le cas d'un 
group e G discret ((46|). 

4.3 Triplets spectraux et anomalies 

Nous allons maintenant utiliser la renormalisation zeta dans le cas particulier des 
triplets spectraux et constater que la formule locale XR = [9, r]R] correspond exacte- 
ment a I'anomalie chirale d'une theorie de jauge non-commutative 



On considere un triplet spectral (p-l-l)-sommable H, D) de parite i = 0, avec 
p entier pair et ^ une m-algebre de Frechet involutive *-representee par operateurs 
bornes sur H. Sans perte de generalite on pent supposer que I'operateur de Dirac 
D est inversible. Dans une decomposition de I'espace de Hilbert H = © 
correspondant a sa Z2-graduation, la representation de et I'operateur de Dirac 
s'ecrivent 

a+ ^^ D- 



a_y ' \Q 

L'objectif est de calculer I'indice de I'operateur de Dirac a coefficients dans un pro- 
jecteur e = e* = G Moo{£/) representant une classe de K-theorie [e] G Kq°^{^). 
En modifiant la representation de £/ le triplet spectral se remet sous la forme d'un 
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quasihomomorphisme p : j 
d'un module de Dirac \D\ 



'0 avec S" = End{H+) &i J = iP+^{H+), muni 



p{a) 



a+ 








F 



\D\ = Id(C2) . 



Soit Sssf = i2/0C°°(0, 1) la suspension lisse de et soit ^ = C°°(5i) I'algebre du 
cercle. p s'etend de maniere evidente en un quasihomomorphisme de S^/ vers et 
en vertu de I'isomorphisme de Bott Kq°^(£/) = K^°^(S£/) I'indice de I'operateur de 
Dirac eDe correspond a I'image de [e] sous la diagonale du diagramme commutatif 



(4.11) 



HPi{m) ^ C 



Nous avons montre dans 03] comment relier A a I'anomalie d'une theorie de jauge 
chirale non-commutative associee au triplet spectral. On definit d'abord un potentiel 
de jauge comme un operateur borne A : — > H- forme de combinaisons lineaires 
finies du type a-{Qhj^ — b^Q) avec a,b £ £/. On pent alors coupler A a des champs 
chiraux ip E et tp G par I'intermediaire d'une fonctionnelle d'action 



S{i;,^l^,A) = {^l^,{Q + A)^l^) G 



(4.12) 



On veut maintenant quantifier les champs ip et ip en tant que fermions, en laissant 
le potentiel A fixe [27]. Cela revient a ajouter une fiuctuation quantique 1^(74) a 
Paction (j4.12p . obtenue comme logarithme d'un determinant (voir [S], on prend ici 
la constante de Planck h= 1) 



W{A) =lnDet(l + g-M) . 



(4.13) 



Remarquons que I'operateur Q^^A est dans la classe de Schatten iP^^{H^), done 
le determinant n'est pas bien defini lorsque p > et necessite une renormalisation. 
Dans I'approche perturbative on ne s'interesse qu'au developpement de Vl^(A) en 
serie formelle de puissances de A, obtenu par la relation naive InDet = Trln. La 
representation graphique se fait au moyen de diagrammes de Feynman a une boucle, 



W{A) = Trln(l + Q-M) = ^ 



(-)' 



n+l 



■Tr((Q-iA)"^ 



n>l 



n 





ou chaque sommet represente une insertion de potentiel A et chaque arete represente 
le propagateur Q~^. Puisque I'operateur Q~^A est tragable lorsque n > p + 1, les 
termes W^{A) = -^^^^^^ — Tr((Q~M)'^) sont bien definis dans ce cas. Par consequent 
seuls les premiers termes du developpement necessitent une renormalisation. Sup- 
posons que le triplet spectral soit regulier et de dimension analytique p. On pent 
alors choisir une renormalisation zeta et definir pour n < p 



WR{A) 



n 



Pf Tr((Q 

z=0 



-1 



A)''\D\-^') 



(4.14) 



46 



Formule locale d'anomalie 



avec |-D|+ = {Q*Qy^'^. A partir de maintenant nous allons considerer des families 
de potentiels de jauge parametrees par le cercle. Soit u un element unitaire tel 
que u — 1 soit dans le produit tensoriel algebrique £/ C°°(0, 1), qui est une sous- 
algebre dense de la suspension S^/. II definit une classe de iC-theorie topologique 
[u] G kI°^{S£/). Par exemple, on pent prendre I'unitaire u = l + e0(/3 — 1) qui 
correspond a un projecteur e £ £/ par periodicite de Bott, avec /3 le generateur de 
Bott du cercle. Regardons maintenant u comme une boucle de transformations de 
jauge dans la theorie des champs, a point-base I'identite. La famille d'operateurs 

A = uZ^Qu+ - Q (4.15) 

est done une boucle de potentiels, obtenue en appliquant la transformation de jauge 
u sur le potentiel trivial Aq = 0. On note d : C°°{S^) —>■ ^^^(5*^) la differentielle 
de de Rham sur le cercle, et lj = u~^du G ri^(5^) la forme de Maurer-Cartan 
associee a la boucle u. Alors la differentielle de A s'exprime au moyen de uj (on 
utilise la convention que A et Q sont de degre impair, voir les equations BRS [M] ) 

-dA = {Q + A)uj+ + uj-{Q + A) . 

La differentielle dW^{A) est alors calculable en fonction de a; et ^4 en tout degre n. 
Elle depend lineairement de lj et se scinde en deux termes de degres respectifs n — 1 
et n par rapport a A. En sommant la serie formelle dWi{{A) en puissances de A, on 
constate (voir [H]) que les termes de degre > p se compensent deux a deux, alors 
qu'en degre inferieur cette propriete est brisee par la renormalisation (j4.14p . Le bord 
A{lo,A) := dWii{A) est done une somme finie de formes differentielles au-dessus 
du cercle, qui depend polynomialement de A. Par exemple pour p = 2 on obtient 
graphiquement 

Wr{A) = W}^{A) + W|(A) + W^A) + W^{A) + ... 

4 /\/\/\/\ (4-16) 

A{uj,A) = A^{uj,A) + A\lo,A) + A^{lo,A) + + 0... 

ou A''^{uj,A) est de degre n en A. La 1-forme A{uj,A) est I'anomalie chirale as- 
sociee a la theorie des champs et mesure la brisure d'invariance de jauge de Paction 
quantique renormalisee. L'anomalie est necessairement donnee par une formule lo- 
cale; dans le cas de la renormalisation (j4.14p c'est une somme finie de residus de 
fonctions zeta |44j . Notons qu'un changement de renormalisation affecte seulement 
les premiers termes de la serie formelle Wr^A), en ajoutant une fonctionnelle lo- 
cale et polynomiale P{A) de degre < p (contre-termes). L'anomalie correspondante 
A'{ui,A) = A{uj,A) + dP{A) differe done d'un cobord et sa classe de cohomologie 
dans H^{S^) est independante de la renormalisation choisie. Par exemple en util- 
isant une renormalisation zeta a la Ray-Singer \52\ I54j. nous avons donne dans [H] 
la formule de residus suivante pour l'anomalie (ici nos conventions de notation et de 
signe different legerement de [44j ) : 

A'{lj,A) = Res -t(u;\D\-'^') + (4.17) 

y (-l)"+'=c(fe) Res ^^! + " + ^V (gu;^(^^)QMfe) . . . g*A('='^)|Dr'(^+"+'=)) 
2=0 Tlz -|- 1) 

n>l ^ ^ 

k>0 

oil T est la supertrace d'operateurs sur H = © k = {ki, . . . , kn) est un 
multi-indice, qoj = ujj^ Q* + Q*uj^, A^^^^ est la h -eme derivee de A par rapport au 
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commutateur [(5*Q, ], et c{k) est la constante 

c{k)-^ = {kil... knl){ki + l){ki + k2 + 2)...{ki + ... + kn + n) . 

Puisque les residus s'annulent pour des operateurs tragables la somme sur n, k est 
finie. Le resultat essentiel est que la serie renormalisee Wr{A) correspond exacte- 
ment a la cochaine eta du quasihomomorphisme p, evaluee sur le caractere de Chern 
ch(ti) G HPi{Ss^). En effet, puisque I'algebre .SS = C°°{S^) est quasi-libre on peut 
choisir I'extension triviale = ^ et son homologie cyclique est calculee par le X- 

complexe isomorphe au complexe de de Rham X{i3S) : C°^(S'^) 0^(5^). Les com- 
posantes de la cochaine eta renormalisee rfj^^^ '■ rJ^"^^T(5'j2/) — > sont donnees 
par les equations (j4.10p . On peut alors evaluer la transgression (^^"^^(p) = t/^"^^7 
sur ch(ti), et exprimer le resultat en fonction du potentiel A = nZ^Qn^- — Q: 

(-)- (n!)2 ^ ' — 1 ^ ^ 2"+^ 




Pf Tr f ^ {l + Q-^A/2)\D\ 



V2^(2n + 1)! z=Q 

Le developpement en serie formelle de cette quantite ne contient que des puissances 
de A superieures a 2n + 1. Par consequent la somme infinie Yl'^=o^R^^ (p) ' ch(ti) 
existe au sens des series formelles en puissances de A. 

Proposition 4.3.1 ([46j) La fonction de partition Wr{A) renormalisee par Ii4.14\ ) 

est proportionnelle, au sens des series formelles en puissances du potentiel A = 
uZ^Qu^ — Q, a la somme des transgressions (^^^^^^{p) ■ ch(n) renormalisees par 
^■10^ modulo un contre-terme: 

oo 

WniA)+P{A) = V2^t^4i'^-'\p)-cHu) , (4.18) 

ra=0 

oil P{A) est une fonctionnelle locale et polynomiale en A donnee par une somme 
finie de residus de fonctions zeta. m 

La somme \/27ri X]JS=o ^R^'^{p)'^^{'^) ^^t done simplement un autre choix de renor- 
malisation pour la fonction de partition VF(j4). Prenons ensuite la differentielle d 
de chaque membre de I'equation (I4.18p . Le membre de gauche donne I'anomalie 
A(u;,^), tandis que d'apres la discussion du paragraphe 14.11 le membre de droite 
correspond a I'image de u sous I'application diagonale du diagramme (|4.1ip . Ainsi 
leurs classes de cohomologie dans HPi{^) = H^{S^) coincident. Cette discussion 
se generalise de maniere evidente au cas d'une boucle unitaire u dans I'algebre des 
matrices Moq{^)^ ■ 

CoroUaire 4.3.2 ( |44|, 146] ) Soit {£/, H, D) un triplet spectral regulier p-sommable 
de degre pair, et Wn^A) une renormalisation quelconque de la theorie de jauge chi- 
rale qui lui est associee. Soit e G Moo(^) un projecteur representant une classe de 
K -theorie [e] G Kq"^{£/), ei u = 1 + e (/9 — 1) la boucle unitaire qui lui correspond 
par periodicite de Bott. Alors I'anomalie chirale A{uj,A) = dWii{A) integree le long 
de la boucle de potentiels A = uZ^Qu-^ — Q calcule I'indice 

Ind(eL>e) = — (b A{uj,A) G Z . (4.19) 
2v^^ / 

L'anomalie est donnee par une formule locale pour tout choix de renormalisation, 
par exemple la somme de residus ^■I'T^ dans le cas de la renormalisation zeta a la 
Ray-Singer. ■ 
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Terminons en mentionnant une formule suggestive pour I'application regulateur 
p\ : MKp^i{£/) — > associee au triplet spectral (voir Pexemple I3.3.3p . Soit {u,9) 
un couple representant une classe de /C-theorie multiplicative tel que u G GLaois^) 
soit un element unitaire algebriquement homotope a 1, dans le sens ori il existe un 
chemin unitaire v G GL^oi^ ^ C°°[0,1]) tel que v{0) = 1 et v{l) = u. On pent 
definir un determinant renormalise Detij,(n) G en integrant I'anomalie dWR{A) 
le long du chemin de potentiels A = vZ^Qv^ — Q. Alors 

pi{u,9) = exp{V2^ichR{p) ■ e)Bet]^\u) . (4.20) 

Notons que dans cette formule on doit utiliser la meme renormalisation pour le 
caractere de Chern chji{p) et pour le determinant Detfl(u) (on s'arrange pour que 
le contre-terme P{A) dans (14.18P soit nul). Ainsi tout changement dans le choix de 
renormalisation pour le determinant est automatiquement compense par un facteur 
de phase dans I'exponentielle. C'etait attendu puisque I'application regulateur est 
canoniquement definie. Une autre consequence de cette formule est qu'elle permet 
de calculer I'anomalie multiplicative du determinant renormalise, voir |46j . 



Chapter 5 



Groupoides conformes et 
localisation 

On expose dans ce chapitre un theoreme de I'indice local base sur une renormalisa- 
tion sans operateur de Dirac. Considerons un groupe discret G operant par trans- 
formations conformes sur le plan complexe note S. Afin d'incorporer des exemples 
non triviaux on suppose que Paction de tout element g £ G n'est definie que sur un 
domaine T)om(g) C S, eventuellement vide. L'operateur de Dolbeault definit na- 
turellement un quasihomomorphisme p-sommable entre des completions convenables 
du produit croise ^/q = C^(S) x G et de I'algebre du groupe. Notre objectif est 
d'utiliser la formule locale d'anomalie. Contrairement a la situation du chapitre [21 
Paction de G ne preserve aucune metrique riemannienne sur S. II n'est done pas na- 
turel d'introduire un operateur de Dirac et la renormalization zeta n'est pas adaptee. 
Un choix beaucoup plus judicieux est d'exploiter uniquement la structure complexe 
du plan. L'anomalie est alors plus facile a calculer, et comme prevu se localise au- 
tomatiquement aux points fixes de Paction de G. Le theoreme de I'indice qui en 
resulte s'exprime en fonction de deux cocycles cycliques sur s^q. Le premier est une 
trace qui generalise la formule de Lefschetz aux points fixes d'ordre superieur. Le 
deuxieme est un 2-cocycle cyclique construit a partir du groupe d'automorphismes 
modulaires du produit croise. Ce travail fait Pobjet de la prepublication 

|47j D. Perrot: Localization over complex-analytic groupoids and conformal renor- 
malization, preprint .arXiv:0804.3969, 

Notons que les resultats presentes ici generalisent ceux obtenus en utilisant 
I'algebre de Hopf de Connes et Moscovici et publics dans 

[39| D. Perrot: A Riemann-Roch theorem for one-dimensional complex groupoids, 
Comm. Math. Phys. 218 (2001) 373-391. 

5.1 Quasihomomorphisme de Dolbeault 

Dans tout le chapitre S = C designe le plan complexe vu comme surface de Riemann, 
avec z son systeme de coordonnees complexes. On note I'algebre des formes 

differentielles complexes a support compact sur S. La sous-algebre des 0- formes 
est done isomorphe aux fonctions lisses a support compact C^(S), et I'espace des 
1-formes se scinde en somme directe Q,l'^{Ti) © r2c'^(S) des formes proportionnelles 
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respectivement a dz et dz. De meme la differentielle de de Rham d = d + d se scinde 
en la somme de d = dzdz et de I'operateur de Dolbeault d = dzdj. On notera 

Q = d: Cr(S)^O0'i(S) (5.1) 

sa restriction a I'espace des 0-formes. Designons improprement par Q^^ : Qc'^{Ti) — > 
C°°(S) I'operateur de Green associe a Q. Son noyau distributionnel sur S x S est 
proportionnel au noyau de Caucliy [17]: en deux points quelconques w,z du plan 

Q-\z,w) = . (5.2) 

TTlZ — W) 

Puisque la multiplication des fonctions scalaires par une 1-forme A = dzA- £ 17^' (S) 
induit une application C^{^) l^c' (S), la composee Q est un operateur 
C^(S) — > C°°(S). On veut I'etendre en un operateur compact sur un espace 
de Hilbert. Pour tout poids a E M, definissons I'espace de Hilbert Ha comme la 
completion de C^(S) pour la norme 

lieiU = ( £ d'z (1 + \z\r\C{z)\'y e (S) , 

ou d'^z = dzAdz/2i est la forme volume euclidienne. Comme consequence du lemme 
de Rellich [23| on obtient I'estimation suivante. 



Lemme 5.1.1 ( |47| ) Pour toute 1-forme A E Q,c'^{Ti), la composee Q~^A s'etend 
en un operateur compact sur Ha des que a < —1. Dans ce cas Q~^A est dans la 
classe de Schatten i^^Ha) pour tout p > 2. ■ 

Considerons maintenant G un groupe discret agissant sur S par transforma- 
tions conformes de la maniere suivante [47J. A tout element g £ G on associe deux 
ouverts (eventuellement vides) Dom{g) C S et Ran(g) C T, ainsi qu'une trans- 
formation conforme inversible T)om{g) — > Jian{g), avec la condition Dom{gh) D 
h^^{Dom{g)) n Dom(/i) pour tous g,h £ G. Par exemple G est un sous-groupe 
discret de SL{2,C) agissant sur le plan par homographies. Insistons sur le fait 
qu'en general, la transformation conforme Dom{g) Ran(<^) ne caracterise pas g 
de maniere unique comme element du groupe G. Par exemple, G est un groupe 
quelconque agissant trivialement sur S, avec Dom(^) = S pour tout g £ G. 



Designons ensuite par £/o I'espace engendre par les sommes finies de symboles 
fU* avec / £ C^(S) et g £ G tels que supp/ C Dom(g'). Le produit de convolution 
{fiU*^){f2U*^) = /i(/2 o 9i)^g2gi definit une structure d'algebre associative sur ^ 
que Ton ecrira comme un produit croise 

£/o = C^{J:) X G . (5.3) 

L'algebre £/o est naturellement representee lineairement sur I'espace f^c(^) re- 
specte le bidegre des formes differentielles: pour tout fU* £ s^q on notera fr{g)+ sa 
representation sur C^(S) et fr{g)- sa representation sur Qc'^{Ti). Soit l'algebre 
de convolution du groupe G: c'est I'espace engendre par sommes finies de symboles 
U* muni du produit U*^U*^ = U*^g^. Choisissons une completion ^ D en m- 
algebre de Frechet. Pour tout choix de poids a < — 1, il existe deux homomorphismes 
p+, P- : =2/0 — > End{Ha) ^ definis par 



p(/[/;)+ = /r(g)+ ® u; , K/f/;)- = Q-'fr{g)^Q ® u; 
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Comme I'operateur de Dolbeault est invariant conforme, on a r{g)-Q = Qr{g)^ et le 
lemme [5.1.11 impliq ue que la difference p+ — P- est a valeurs dans I'ideal iP{Ha)<^^, 
p > 2. En posant = ^{Ha) on obtient done un quasihomomorphisme p-sommable 
de degre pair 

p: £1^ ^ ^'^.^ (5.4) 

pour une completion adequate D ^/q en m-algebre de Frechet [47j. Puisque 
I'image de p± est contenue dans un produit tensoriel End(ffQ,) SS^ le quasihomo- 
morphisme est automatiquement admissible relativement a toute extension quasi- 
libre 0^ >=^^^0. On pourra prendre par exemple I'algebre tensorielle 

M = T^. Le theoreme 13.3.11 applique aux invariants primaires donne le diagramme 
commutatif (I4.6P : 

■ j G Z2 (5.5) 

' ch(p) ■'^ ' 

Par periodicite de Bott, il suffit de considerer comme d'habitude la i^-theorie impaire 
(j = 1). Nous avons donne dans [47] une formule locale de I'incice, en calculant la 
diagonale A sous la forme d'une anomalie chirale associee a une theorie des champs 
conforme, d'apres la methode exposee au chapitre HI La renormalisation effectuee 
dans cette situation necessite cependant de se restreindre a la i^-theorie de la sous- 
algebre dense jSq. Considerons done un element inversible u G (^)^ representant 
une classe [u] £ K^"^ et choisissons un relevement inversible arbitraire 

u G [Ts^q)^. L'image de u sous les relevements de p± en des homomorphismes 
{p*)± '■ T£/o — > End(-ffQ,) 0^ permet de definir deux inversibles u+ et n_ par 

p*{u)+ = u+ , p*{u)- = Q^^u-^Q . 

On introduit ensuite un potentiel de jauge A G Hom(C^(S), ric'"'^(S)) ® ^ par la 
formule (14.15p . 

A = uZ^Qu+ - Q , (5.6) 

de sorte que I'operateur Q~^A = Q^^uZ^Qu^ — 1 s'etende en un element de I'ideal 
® ^ C End(-ffa) (8) Si- En eombinant la trace Tr des operateurs sur avec la 
trace universelle \\: M ^ M/[ , ] la fonctionnelle d'action quantique est definie 
comme serie formelle en puissances de A 

(_\n+l ^ 

W{A) = y W^iA) , WiA) = ^ Tr^((Q-i^)") G . (5.7) 

n>l 

Puisque = £P{Ha) pour p > 2, la trace d'operateurs n'a de sens que pour n > 3 
et seuls les termes de plus bas degre VK^(^) et W'^{A) necessitent une renormalisa- 
tion. L'anomalie A{uj, A), qui correspond a I'imag^e de la serie formelle renormalisee 
Wn{A) sous I'application de bord d : — > O^^t,, est done un polynome en A de 
degre au plus 2 (voir (j4.16p ) et definit une classe d'homologie cyclique dans HPi{SS) 
independante de la renormalisation choisie. Notons que la construction precedente 
se generalise de maniere evidente au cas d'un inversible dans I'algebre des matrices 
u G Moo(=2^)^ C (=y®i2/)^. La discussion du chapitre |4] implique done la proposi- 
tion suivante. 
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Proposition 5.1.2 ( |47] ) Soit u G Moo(=2^)^ un element inversible representant 
une classe dans K^^{^®£^). Alors pour toute renormalisation de la serie formelle 
Wr{A) associee au potentiel de jauge A = uZ^Qu+ — Q, I'anomalie 

A{uj, A) = dWR{A) = V2^ich{pi{u)) G HPi{^) (5.8) 

est un polyndme en A de degre au plus 2 qui calcule la diagonale du diagramme 
commutatif \5. 5|) . ■ 



5.2 Renormalisation confer me 

Nous allons maintenant renormaliser les deux premiers termes W'^{A) et W'^{A) de 
la fonctionnelle d'action quantique associee au potentiel de jauge 

A G Hom(C7;r°(S),17°'i(S)) 0^ , 

en exploitant uniquement la structure complexe de S. Rappelons que r{g)j^ designe 
Paction de g ^ G sur les fonctions / G C^(S) dont le support est contenu dans 
Dom((7). On pent done decomposer le potentiel en une somme 

A = Y,A{g)r{g)+ avec A{g) ^l^^T.) ® M , 

Oil I'espace des 1-formes $7c'"'^(S) est vu dans Hom(C^(S), Oc'^(S)) par multipli- 
cation sur C^(S). Dans le systeme de coordonnees complexes z sur S ecrivons 
A{g) = dzA-{g) et regardons chaque composante A-{g) G C^(S) ®^ comme une 
fonction test sur T, a valeurs dans Un calcul nai'f au moyen du noyau distribu- 
tionnel de donne ([i7|) 



W\A) = Tr\^{Q-'A) = Y, [ ' 



2 \\A-{g, z) 
d z ■ 



Tr{g{z) 



oil g{z) est fonction holomorphe de z. A priori cette expression n'a pas de sens. 
Renormaliser W^{A) revient a prolonger la fonction z i— > l/{g{z) — z) en une dis- 
tribution sur S. La difficulte provient bien entendu de ses poles, autrement dit 
des points fixes de la transformation g. On dit qu'un point fixe zq G Dom(g) est 
d'ordre n > 1 si g{z) — z se comporte comme {z — zq)" au voisinage de zq. Le 
cas n = oo signifie que tous les points sont fixes au voisinage de zq. Le prolonge- 
ment distributionnel de la fonction 1 / {g{z) — z) en un point fixe depend de son ordre: 

• Si n = oo alors \/{g{z) — z) n'a aucun sens autour de zq. Dans ce cas on assigne 
une valeur quelconque a cette fonction, par exemple zero (le choix le plus simple). 

• Si n < oo, alors zq est necessairement un point fixe isole. Remarquons que pour 
z ^ Zq on a. une egalite de fonctions 

^ ^ ^Lo(^) avec Hl,(z):- ~ ''^^ 



g{z)-z {z-zqY ' ' ■ 9{z)-z ' 

et Hg^^ est holomorphe sur un voisinage de zq. II suffit done de construire un 
prolongement distributionnel de la fonction meromorphe l/(z — zq)". On pent ecrire 



(z-zo)" (n-1)! ' \z-zo 
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et le membre de droite definit bien une distribution sur un voisinage de zq. En 
procedant de la sorte en tons les points fixes on obtient le terme renormalise W^{A). 
D'autres renormalisations sont possibles, mais celle decrite ici est la seule invariante 
conforme, c'est-a-dire independante du systeme de coordonnees complexes choisi. 

La renormalisation du terme VF^(yl) est analogue. Dans ce cas il faut prolonger 
la fonction de deux variables complexes {z,w) i— > l/(/i(tt;) — z)(g{z) — w) en une 
distribution pour tons g,h G G. Les formules sont aussi basees sur le prolongement 
(j5.9|) et nous renvoyons a [17] pour plus de details. La serie formelle Wji{A) est 
alors bien definie et on pent calculer I'anomalie A{uj,A) = dWi{{A) au moyen des 
equations BRS (chapitreHD —dA = (Q + A)uj-^-+uj^{Q + A). Ici la forme de Maurer- 
Cartan se decompose de maniere analogue au potentiel A, 

geG 

Puisque les problemes de renormalisation sont concentres aux points fixes de Paction 
de G sur S, il n'est pas etonnant de constater que I'anomalie est aussi localisee aux 
points fixes: 

Proposition 5.2.1 ([47]) L'anomalie associee a la renormalisation conforme est 
un polynome de degre 1 par rapport a A. Sa composante de degre zero A*'(a;,^) est 
une somme sur les points fixes isoles: 

A°(u;,A) = E E T^,d--\Hl,Sz)^u.{g,z))^^^^^, (5.10) 

96G 20=9(20) 
isole 

ou n G N* denote I'ordre de zq. La composante de degre un A^(u;,^) est une 
integrale sur la variete complexe des points fixes non isoles ( = d'ordre infini): 

A\u;,A) = -y] [ d^z^{d,-ldAng'{z))A-{g,z)u;{h,giz)) , (5.11) 

.TT^ Jz = hQ(z) 2 



g,heG 



ou g'{z) est la derivee de la fonction holomorphe g{z). ■ 

La preuve est un calcul direct. II convient de remarquer que la contribution d'un 
point fixe d'ordre n dans AP{uj,A) depend uniquement des derivees de g d'ordre 
< 2n — 1. Par exemple aux plus bas ordres le calcul donne 

d--\Hl^^{z)^u:{g,z))^^^ = 



(n-1)! 



(n = 1) : ^-i^ ^u{z,) 



2 



25 (2:0) yiO 5 (^o) 8 \^g"\z^) j 

+ J^SrT^5^'-(-o)-^9,2u;(zo)) 
2 5 (^o) J 

On retrouve done le nombre de Lefschetz bien connu dans le cas n = 1, tandis que 
pour n > 1 les jets d'ordre superieur de la transformation g interviennent. 
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5.3 Theoreme de I'indice 

Nous pouvons maintenant calculer la diagonale du diagramme (jS.Sp restreinte a la 
sous-algebre s^^. Definissons Tensemble 

r = ]J Dom(5) = {{g, z) G G x S | z G Dom(5)} . (5.12) 

r muni de la loi de composition partielle [g^ z) ■ {h, w) = [gh, w) pour z = h{w) G 
Dom(5f) est un groupoi'de etale. Remarquons que = C^(S) xi G s'identifie a 
I'algebre de convolution des fonctions lisses a support compact sur T. 
Les automorphismes de F correspondent aux couples 70 = (5, -zq) formes d'un 
element g £ G agissant par transformation conforme sur S et d'un point fixe 
zq G Dom(g'). L'ensemble de tous les automorphismes de T est la reunion du sous- 
ensemble discret Tf des automorphismes isoles (ordre n < 00), et de la variete 
complexe de dimension un Too des automorphismes non isoles (ordre n = 00). Un 
examen attentif des formules (|5.10p et (jS.lip permet de "deviner" certains cocycles 
cycliques sur I'algebre de convolution du groupoi'de F. 

Lemme 5.3.1 ([47]) Soit 70 = {g,zo) G Fj un automorphisme isole d'ordre n G 
N*. La fonctionnelle lineaire £/q C donnee par 

a^dr'{H-Jz)a{g,z))^^^^ 

est independante du choix de systeme de coordonnees complexes z choisi. Ecrivons 
7 = (51,2;) G F dans un voisinage de 70 muni de sa structure complexe, Hg^^^{z) = 
-^70(7) identifions dz et d^. Alors en sommant sur tous les automorphismes isoles, 
la fonctionnelle $(F) : £/q ^ C definie par 

est une trace sur I'algebre s^q. ■ 

Ainsi la composante de degre zero de I'anomalie lS^(io^A) est essentiellement une 
trace evaluee sur w, definie uniquement a partir de la structure complexe de F. 
La composante de degre un A^(u;,A) fait quant a elle intervenir un analogue non- 
commutatif de la classe de Todd f39]. Remarquons d'abord que les trois differentielles 
d,detd = d + d sur I'algebre i^*(5]) commutent avec les transformations conformes, 
done s'etendent en des differentielles sur le produit croise r2*(S) x G. II existe 
une quatrieme differentielle provenant du groupe d' automorphismes modulaires: son 
generateur est une derivation D sur ri*(S) x G, 

D{fU;)=ln\g'\-'fU; , V/G17:(S) , gGG, 

oh la fonction scalaire z 1— > |(7'(z)p mesure la dilatation du volume euclidien sur 
S induite par la transformation g. Le commutateur de la derivation D avec la 
differentielle d definit done une nouvelle differentielle 

6=[d,D] , 6^ = , (5.13) 

qui anticommute avec d, d, et d. On a explicitement 5{fU*) = {din g')fU* . Alors 
I'integration des 2-formes sur la variete Fqo orientee par sa structure complexe per- 
met de construire des 2-cocycles cycliques sur la sous-algebre .s/q C J^c(^) ^ 



5.3 Theoreme de I'indice 



55 



Lemme 5.3.2 ( |39|, l47] ) La classe fondamentale du groupoide T est le 2-cocycle 
cyclique sur s^q defini par la fonctionnelle 

[r](aodaida2) = / aodaida2 E £/q . 

La classe de Chern du groupoide est le 2-cocycle cyclique 

ci(r)(aodaida2) = / aQ{dai5a2 + 6aida2) Voj E s^q . 

^ Too 

La somme Td(r) := [F] — ^ciiV) est appelee classe de Todd du groupoide. m 

La classe de Todd admet une expression simple en fonction de la differentielle V = 
d — ^6. En effet 6ai6a2 = pour des raisons dimensionnelles et 

Td(r)(aodaida2) = / aoVaiVa2 ■ (5.14) 

Too 

Ce 2-cocycle cyclique n'est cependant pas entierement canonique car le generateur D 
du groupe modulaire depend du choix de la mesure euclidienne en plus de la struc- 
ture complexe sur E. Comme il n'y a aucune raison de preferer la mesure euclidienne 
on peut aussi bien representer le groupe modulaire au moyen d'une forme volume 
quelconque sur S. Nous avons montre dans [39] comment modifier en consequence 
le cocycle (I5.14p sans changer sa classe de cohomologie: un terme proportionnel a 
la courbure de la metrique de Kahler apparait. On retrouve ainsi I'expression de la 
classe de Todd d'une surface de Riemann. 



Soit maintenant ^ I'algebre de convolution du groupe discret G completee en 
m-algebre de Frechet. On definit un homomorphisme p : ^/q s^q (gi =^ en posant 
p(/[/*) = /[/* ® U*. Si e E Moo(^o) est un idempotent et u E M^oi-M))^ un 
inversible, les caracteres de Chern de leurs images sous p sont des classes d'homologie 
cyclique periodique 

ch{p{e)) E HPo{£/o (g) Sg) , ch(/9(n)) E i?Pi(M) ® ^) , 

oil I'algebre ^/q est consideree comme discrete. D'autre part, toute classe de 
cohomologie cyclique periodique if sur £/q induit une application cap-produit 

ipn : HP,{£/o HP,{0) . 

En utilisant la formule locale d'anomalie, nous avons montre dans [47j que la di- 
agonale du diagramme (j5.5p restreinte a la sous-algebre ^/q C se ramene a un 
cap-produit avec la classe de cohomologie cyclique ip = $(r) + Td(r): 

Theoreme 5.3.3 ( |47] ) Soit e E Moo(M)) un idempotent et u ^ Moo(M))^ '^'n in- 
versible. Alors les caracteres de Chern de leurs images directes p\{e) E K^Q^{,y®m) 
et p\{u) E K'^i^ sont donnes par les cap-produits 

ch(p,(e)) = ($(r) + Td(r))nch(p(e)) EFPo(^) , 

c\i{p\{u)) = ($(r) + Td(r))nch(p(n)) E fl"Pi(^) , 



oil p : £/o fg ^ est I'homomorphisme canonique. 
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On peut donner des formules explicites. L'homomorphisme p se releve en un homo- 
morphisme de pro-algebres : Ts/q s^q ® En oubliant I'algebre des matrices 
Moo pour simplifier I'ecriture, I'idempotent p[e) E =2/0 ^ =^ se releve done en un 
idempotent e = p=K(e) G ^ et de meme I'inversible p{u) S ® ^)'^ se releve 
en un inversible u = p^,{u) G {s^o On a alors 

cli(/)!(e)) 
ch(p!(n)) 

Le tlieoreme l5.3.3l se demontre en remarquant que pour A = uZ'^Quj^ — Q, I'anomalie 
A{uj, A) donnee par la proposition 1 5 . 2 . 1 1 coincide avec le membre de droite dans (|5.16|) 
modulo un bord (et un facteur \/2vri). Le cas pair s'en deduit par periodicite de 
Bott. 

Remarque 5.3.4 Dans le cas ori Fj = et Too = 5], le cocycle cyclique ip = 
$(r) + Td(r) se reduit a la classe de Todd 

Td(r)(aodaida2) = / aoVaiVa2 . 

Nous avions deja obtenu cette formule dans [39], en utilisant I'approche de Connes et 
Moscovici par I'algebre de Hopf des diffeomorphismes [16]. Dans cette situation, G 
est un pseudogroupe de transformations conformes dont Taction est relevee au fibre 
P des metriques de Kahler au-dessus de S, et Ton obtient un /C-cycle sur I'algebre 
C^{P) X G en combinant I'operateur de Dolbeault horizontal et I'operateur de 
signature vertical. Pour cette raison un facteur 2 global apparait dans la formule de 
|39j . Notons que la differentielle 5 = [d,D] est I'un des generateurs de I'algebre de 
Hopf de Connes et Moscovici. 
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